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��� M �� � ����
 ��� �� ������ �� ��� ����� �� � �
�
������
����� ���
�������� �	 ���� ������
 ��

�� ���
�������� � �
��� M = (V(M),M) ����
��
����� V (M) ⊆ Δ ��� ��
���
�� �� ��� ����
 �	� ����� M ��� ��3���
 ��
������
�
�	��
�����	 ��
���

��� ����� M �
� � ��	�
���	� �
��� �	� �
� 	�� �	
� ������� �� ��
��	�
��� ) ��
��� ��
���
��� ��� ������� �� �	� ��5� �� ��� ��� �� ��
������

��� ���
���
� ����� �� � ����
�
��� M = (V(M),M) �� � ����
� �	��
�����
�
��� GM = (V (GM), E(GM)) ���� ��
����� V (GM) = V (M) �	� ����� E(GM) =
{{v, w}| ∃c ∈ M : {v,w} ⊆ c}� �� �����	����� ��� ����� �� ��� ����
�
��� �
�� ���
����� �� ��� )�������	 �
���� �� ��

 ��� ����� �� ��� ����
�
���� ����� ��� �
���	�� ��
��� ��	�
���	� �
���� �
�
���
���

# ����
�
��� �� �
��
����� �� ��� �
�J��� �� ��N� )�������	 �
��� �
� ��� ����� ��
��� ����
�
���� ���� � ����
 M �� �
������
� �� ��� ����
�
��� ���� ��	�
���
�� �����
������ M �� ��	��
��
�

	�)������ � ��� ������� a �	� b ��
� � ������������	 �� V (M) 
�
����� �� � ���
��
�
���M = (V(M),M)� �� a∪b = V (M)� a\b �= ∅� b\a �= ∅� � �	� � �
� ����
����
�� a ∩ b �	 ��� )�������	 �
��� �� M� �	� a ∩ b ⊆ c ��
 ���� ��	�
���
 �� M�

�� � ����
�
��� �� ��	��
��
 �	� ��
���
 ��� )�������	 �
��� �� ��� ����
�
��� ��
����������
�� ���	 ��� ����
�
��� �� �������� 8�
 � ���
�
�����
 ����
 �� �� ������
�����
�� ��� ����
�
��� �� ��� ����
 ��� �� �� ����
��� ����� ��� ����
�
��� ��� �� ��
��	��
��
 �	� ��� )�������	 �
��� �� ��� ����
 ��� �� �� ����������
�� &# ����
�
�
��� 	��� 	�� �� � ��	�
���	� �
��� ����
�
��� �� �� �	 ����
�� ����
�
���� ����� �	
����
�� ����
�
��� ��� ��	���	 ����� ���� �
� ������� �� ����
 ������*
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�� �
������
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�
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�����
� �� �
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)E ����
�	���� �� ��� �	,��
� (��������� �����	���

#�� :���%(� �����

#	 
��������
� 
��
���� π �� �	 �
��
�	� {v1, · · · , vn} �� ��� ��
����� �	 � �
���� ���
������ Fπ ������ �� ��� �
��
�	� π �� ��� ��� �� ����� ��+	�� �� ��

����

Fπ = {{v, w}| v �= w, ���
� �� 	� ���� ������	 v �	� w, �	� ���
�

�� � ���� v = v(1), v(2), · · · , v(k) = w ���� ���� &)�)*

π(v(i)) < min{π(v), π(w)} ��
 i = 2, · · · , k − 1}.

#	 �
���	����	 �
��
�	� π �� �
��
��� �� ��� +

��	 ������ �� ��� �
��
�	� �� ������
�������� �� |Fπ| �� ��	���� ���
 �

 ������
� �
��
�	��� �	� �������� �� ���
� �� 	�
�
��
�	� σ ���� ���� Fσ ⊂ Fπ � �� �� � ��

 $	��	 ����� ��� ���� 6��� �� �
� &%(BC*� ����
� �
��� ��� � ��
���� ��
��3 �
��
�	� �� �	� �	
� �� ��� �
��� �� ����������
�� �	�
���� �	 �
��
�	� {v1, · · · , vn} �� ��� ��
����� v(i)� i = 1, · · · , n� �	 � �
��� �� ��
����
�� ∂vi ∩ {vi, · · · , vn} �� ����
��� ��
 ���� ��
��3 vi� i = 1, · · · , n� �	 ��� �
���� ����� ��
�	� �	
� �� vi �� ��
���� �	 ��� ����
��� �	����� �� {vi, · · · , vn}� ��� ������ ����� �� �
�
��� G = (V (G), E(G)) ��
 �	 �
��
�	� π �� ��� �
��� F = (V (G), E(G) ∪ Fπ) ����
��� +

��	 Fπ ������ ��� ���	��
� ∂πv �
� ��� ��
����� ��F���	� �� v �	 ��� +

��	
�
����

<(3 �������"


�� � ������ ζ = {R1, · · · , RJ} �� J � J ≥ 1� ������� Rj ⊆ Δ �
� �
��
�� �	 � ��J��	��
(R1, · · · , RJ) ���� ����

∀ j = 2, · · · , J ∃ k, 1 ≤ k < j : (Rj ∩
j−1⋃
l=1

Rl) ⊆ Rk, &)�2*

���	 ��� ��J��	�� (R1, · · · , RJ) ��
+

� ��� ������� ���
��
���
� ��
�
����
����� �� Rj � j = 1, · · · , J � �
� ��� �
�J��� �� � �
���� ���	 ��� ��J��	�� (R1, · · · , RJ)
��
+

� ��� 
�		�	� �	��
������	 �
���
��� �� ��� �
�J��� �	 ��� ��J��	�� �
� �
��
��
���� ���� ��
 ���� �
�J�� ��� �	��
������	 ������	 ��� �
�J�� �	� ��� �	��	 �� �
������
�
�J��� �� � ������ �� � �
������ �
�J��� # �
��� �� ����������
�� �� �	� �	
� �� ����
�	 �
��
�	� �� ��� �
�J��� �3�����

>������� ����


 ��M �� � +	��� ��

�����	 �� ������� �� � ��� Δ� ����� � ��	�
���	� �
���� ��� ������
�
����� J(M) = (M,E(J)) ��
 M �� � �
��� ���� ��
����� V (J) = M ��� �
���	�� ��
M �	� ����� E(J) = {{ci, cj} ⊆ M| ci ∩ cj �= ∅}� ����� ���
� �� �	 ���� ������	 ���
	���� �� ��� F�	����	 �
���� �� ��� �	��
������	 �� ��� ��� ��
��3 ���� �� ��� ��� 	����
�� 	�� ������

# ���		�	� �
�� ��
 J(M) �� � ������
� ��

 �
� J(M)� �� ��
 �	� ���
 ci, cj ∈ M
�

 ��
����� �	 ��� ���� ������	 ci �	� cj ��	���	 ci ∩ cj � ��� �
�� =�	��	 &%(EE*� ��
J(M) �� 	�� ��		������ ���	 ��� �
��� J(M) ���� 	�� ���� � F�	����	 �
��� ��� ����
��		����� �����	�	� �� J(M) ��� ����� # ��		����� �����	�	� �� � �
��� ��� �
F�	����	 �
��� �� �	� �	
� �� ��� ��		����� �����	�	� �� ����������
�� &=�	��	 %(EE*�



���� *�������	���� )(

# F�	����	 �
�� ��	 �� ��	��
����� �
�� � ��J��	�� (R1, · · · , RJ) ��
+

�	� ���

�		�	� �	��
������	 �
���
��� ��� �
�� �� ����	 ��
����� (R1, · · · , RJ)� �	� ��
 j =
2, · · · , J ��� ��
��3 Rj �� ��		����� �� �	� �� ��� ��
����� Rk ��
+

�	� &)�2*� #
�� �
��J��	�� ��
+

�	� ��� 
�		�	� �	��
������	 �
���
�� ��	 �� 
��� �4 � F�	����	 �
���
"��$ �	� ��
��3 �� 
���� �	� ���	 �� �����
 ������������ ������ �
 ���������� ������
����� �

 ��
����� �� ��� F�	����	 �
�� 
����	� Ri �� ��� �
���	�� �� ��� i��� ������� 	���
�� ��� �
���

��
���� ���� ������
 m ��

 ��	��� ��� 	����
 �� ��	�
���
� �	 ��� ��	�
���	�
�
��� M� m′ ��

 ��	��� ��� ����
 ��5� �� ��� ��	�
���	� �
���� ����� ��� ��� m′ =∑

i=1,···,m |ci|� ���
� M = {ci, i = 1, · · · ,m}� n ��� 	����
 �� ��
����� �	 ��� )�������	
�
��� GM = (V (GM), E(GM)) ��
 ��� ����
�
��� M = (V(M),M)� e ��� 	����

�� ����� �	 ��� )�������	 �
���� �	� e′ ��

 ��	��� ��� 	����
 �� ����� �	 � +

��	 �
���
�� ��� )�������	 �
���� w ��

 ��	��� ��� 	����
 �� ������������	� ���� 
������ ��
��	���
 ����
���
�� q ��

 ��	��� ��� 	����
 �� ���
�� �	 ��� �"!��
��
����� |I| ��


��	��� ��� ��5� �� ��� ��

 ���
�� �	� s ��

 ��	��� ��� ��5� �� ��� ����� ������ ���
�3�
�����	 )�%E�

������
�$����� ��� 	������
�����
 �� �����


	�)������ + M �� ��

�����
� �	�� a� �� �	� �� ��� ��� ��

���	� �J����
�	� �
���
����
��
��

�* ��
 �

 p = p(i) ∈ M� �� ���� ���� p(ia) ∈ Ma�

��* ��
 �

 ia ∈ Ia� p̂(ia) = p̂a(ia)�

8�
 �
��� �� �J����
�	��� ��� #������	 G ����
�� &%(E2*� ;��� ���� p̂(ia) �� ���
��
��	�
�5�� ��3���� 
�$�
����� �������� ���
��� p̂a(ia) �� ��� ��3���� 
�$�
�����
�������� �	 ��� 
���
����� ����
 Ma�

����
�� )�2 �� #������	 G ����
�� &%(E2* ������ ���� � ���
�
�����
 ����
 M
�� ��

�����
� �	�� a� �� �	� �	
� �� ��� ���	��
� �� ���
� ��		����� �����	�	� �� ac

�� ��	���	�� �	 � ��	�
���
 �� M�

#������ � #� a ��� b �
�� � �
�
��
����
� 
� Δ �
�����
 �
 � ��
��������� �
�����
��
�
�
� M$ ��
�

p̂Δ(i) =
p̂a(ia)p̂b(ib)
N(ia∩b)/N

, ��
�

0 · 0
0

= 0 &)�D*

���

p̂Δ(ia) = p̂a(ia). &)�@*

3���� ���� �� ����
�� )�% �� #������	 G ����
�� &%(E2*� "
��� �� ��� +
�� ��
�
��
� �� ����	 �� A���
��	 &%(BD*� #	��
��	 &%(BD*� �	�  ��
��5�	 &%(E)*� �	� ��
 ���
�
������
 ��������	 �	 7�

��� �� �
� &%(E>*� "�
�����	�	� �� ��� ��3�����
�$�
�����
��������� ��� �	�
������ �� -�����	 &%(B%*� !�� �
�� !�	���
� &%(B@*� �� ��� ��	��
��	���
 N(ia∩b) �� �J��
 �� 5�
�� ���	 �
�� ���� 	���
���
� �
� 5�
�� ��� ����	�



2> ����
�	���� �� ��� �	,��
� (��������� �����	���

��
��
� ��

��� �� �����	� ���
 b \ a �	� 	���	� ���� p̂b(ia∩b) = N(ia∩b)/N ��	��
a ∩ b �� ��	���	�� �	 � ��	�
���
 �� Mb� �

	�)������ - M �� ����������
� ���� 
������ �� ��� ������ ζ = {R1, · · · , RJ} �� J �
J ≥ 1� ������� Rj ⊆ Δ� �� ���
� �3���� �	 �
��
�	� (Rσ(1), · · · , Rσ(J)) �� ��� J �������
���� ����

p(i) = p(iRσ(1))
p(iRσ(2))

p(iRσ(2)∩Rσ(1))
· · · p(iRσ(J))

p(iRσ(J)∩(Rσ(1)∪···∪Rσ(J−1)))
��
 �

 p ∈ M. &)�C*

:������
 ��� �� ���� !�
������� �
������


�� ��� ����
 �� ����������
� �	� ��� �
��
�	� {v1, · · · , vn} �� ��� ��
����� �	 ���
�
��� �� ��
����� ���	 
������� ��� �� ��� ����� ��
��
� ����� ��� ��

���	� �
����
��
� �3�
�����	 �� ��� ��3���� 
�$�
����� ��������� ��
 ��� ��

��
�����
�����

p̂Δ(i) = c
∏

k=1..n

N(i{vk}∪(∂vk∩{vk,···,vn}))
N(i∂vk∩{vk,···,vn})

, &)�B*

����� ��	 �� 
������ ��

p̂Δ(i) = c
∏

k=1..u

N(iak
)ν(ak), &)�E*

���
� ak �
� �
�J��� �
 �	��
������	� �� �
�J��� �� ��� )�������	 �
��� �� ��� ����
 �	�
��� ���
� ν �� �
�� $	��	 �� ��� ������
� �
�������
� ����
� &A���
��	 %(BD� 7�

���
�� �
� %(E>*� ���� ��� ��3�����
�$�
����� ��������� �
� ����
� �� ��
��
��� �
��
��
��	�
 ���
�� ���	 ��� �	��3 �� $	��	 ��
 ���� ������ �� ��� ��
����� �� ��� �
���
���������� ���� ��� ����
� ��� �
��
����� �� ������
 2 ��
��
���� ��
 ����������
�
����
� �
�����
� ���� �	��3� ��� ��	���	� c �� �J��
 �� 1/|IAC |� ���
� A �� ��� �	��	
�� ��
���
�� �	 ��� ����
�

�� ��� ����
 ��	 �� ����������� ��� ��� ����
 �� 	�� ����������
�� ���	 ���
��3���� 
�$�
����� �������� ��
 ��� ��

��
�����
����� ��	 �� �3�
����� ��

p̂Δ(i) = c
∏

k=1..u

N(iak
)ν(ak)

∏
l=1..v

p̂Bl(ibl
), &)�(*

���
� Bl �
� ��� ��	�
���	� �
����� ��
 ���
������
 �
��
�
��� ���� ��		�� �� ������
����� ��
���
� ��� ���� ak �	� bl �
� ��
��3����� ��
 ��� ����
����� �	�� ����� ���
�
��� �� ����������� �
 ��
 ���� �� ��� akN�� ����
���
�� ��� ��3���� 
�$�
�����
��������� p̂Bl ��
 ��� ��

��
�����
����� �	 ��� �

������
� �����	�	�� bl �
� ���	�
�� ��� �"!��
��
����� ��� ��
�����
 ��
�
���
��� ������� �
��
����� ��
� M = Bl �	�
I = Ibl ��
 ����
������

�* !�� ��� �	����
 ��
����

p̂(0)(i) =
1
|I| , ��
 �

 i ∈ I; &)�%>*



��"� 
�����/�	���� 	�� +������������ �� ��� ����� 2%

��* 8�
 ���� ��	�
���
 c �	 M�

p̂(r+1)(i) = p̂(r)(i)
N(ic)/N
p̂(r)(ic)

��
 �

 i ∈ I, ���
� 0
0
0

= 0. &)�%%*

6����� ���� ��? �	��
 ��	��
��	��� ;��� ���� �

 ��

� �	 ��� ���
� I ���� �� �� �������
��
 ���� ��	�
���
 c �	M ��
 ���� ���
� �� ���� ��?� ����� �� q ���
�� �� ��? �
� 	������
�
��
 ��	��
��	��� ��� ����
�3��� �� ��� �"!��
��
���� �� �� ��� �
��
 O(qmn|I|)� ���
�����
 n �� ������� ��� ��

� �� ��� ���
�� ��		�� �� ���
����� �	 ��	���	� ����� �� �


��
���
�� �
� ��	�
�� �	� ���
� �
� n �� ����� ���	 ��� ����
�3��� �� O(qmn2n)� �����
��� ����
�3��� �� �3��	�	���
 �	 ��� ����	���	 n �	 ��� ��
���	 ��
� ����
����� !���
������
� ������	 )�D ��
 �	 �����	� ���
���	�����	

��� ��F�����	� 	��� 	�� �� ���� ��
��	�
 ���
�� �� ����
��� ���	��� ��� ��	 ��
���� �	� ��	�����	� ������ �� ��
��	�
 ����
������	�� ��� 1�
������� &%(E(*�

��� �"!��
��
���� �� �
�� $	��	 �� ��� ��
�����
 ��
�
���
��� ������ �
 ��� �
�����
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��
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� �� ���
���	�� �� 	����	�
��
� ��� ���
����	�� �	 ���� ��������	� ��� �"!��
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F�	 &%(E@* ���
�
�
�����
 
���
�	��
 ����
� ��	 �� ���	��+�� �	� ���������� �	�� �

������
� �����	�	��
�	 O(ne + nmmin(n,m)) ����� ��� ������
 2 ��
 ���� �
��
����� �� ��� ����
 �
���
�� 
���
����� �� �
������
 ����
�� ���	 ����������
� ����
� ��	 �� ���	��+�� �	�
���������� �	 O(e+ nm logm) ���� m ≤ n� -
������
 ����
� ��	 ����	 �� ��	�
��
�	 O(ne + nm + nw logw) ���� w < min(n,m)� ?�
$�	� ��
���
� �	 ��� ����
�
���
����������
� ����
� ��	 �� ���������� �	� ��� �	��3 �� ��� �
��� �������� �	
O(n+m′ + nw logw) ���� �� ��� �
��
���� �� ��
F�	 G K�		�$�$�� &%(ED*�
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���$ &%((%* � ����� ����	� ����+�����	 �� ��� �"!��
��
���� �� ����	� ��	����

�	� ���
�
�����
 ����
M� ���	 #������ � �� =�
���$ &%((%* ��� ���� ��� ��3����

�$�
����� �������� �� p �	��
 ��� ����
 M �� ����������
� ���� 
������ �� �	�
������ {R1, · · · , RJ} ��
+

�	� ��� ��

���	� ��� ��	�����	��
&%* ���
� �3���� � ��
�������	 σ ���� ���� (Rσ(1), · · · , Rσ(J)) ����� ��� 
�		�	�

�	��
������	 �
���
���

&)* ��
 ���
� c ∈ M ���
� �3���� j ∈ {1, · · · , J} ���� ���� c ⊆ Rj �

;��� ���� � ����
 	��� 	�� �� �� ����������
� �� �� ����������
� ���� 
������ ��
��� ������ {R1, · · · , RJ}�

����� ��	����
 ��
 n ��
���
�� � ����
 ��	�����	� �� � ���
�� ����� ��	����
 ��� ����

[[1, 2][2, 3] · · · [n − 1, n][n, 1]]� �� �

 ����� �
�� 1 �� �

 ����
 ��
���
�� 	�� ��F���	�
�� 1 �
� ������ ���	 �� ��� ��� ������ {{1, 2, 3}, {1, 3, 4}, {1, 4, 5}, · · ·{1, n− 1, n}}�
��� ����� ����� ���� ���� ��� 
���
��	� ������ ��	 �� ��
����� �� ���� ��� 
�		�	�
�	��
������	 �
���
�� �� � +

��	� �� �

 ��
���
�� �
� ��	�
�� ���	 ��� �	�����������
��3���� 
�$�
����� �������� 
�J��
�� 2n 
��
� �� ���
�� #��
��	� ��� ������������	
�� ��� ��3���� 
�$�
����� �������� ��� �������� �	
� 
�J��
�� (n−2)23 
��
� �� ���
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�������
 ���� !���� � �	� #������ � �� =�
���$ &%((%*� ����� �	��
�� ����
��� �
�����
����� �� ���� ���� �� ��� ��

���	� �
��
���� �
�� �
� ����������
� ����

������ �� ��� ������ {R1, · · · , RJ}� ��� ����� ����
�� ����� ��� ��

���	� ����+��
�"!��
��
�����M �� � ���
�
�����
 ����
 �	� {R1, · · · , RJ} �� ��� �
�J��� �� � ������
�����
� �
��� ���� ���� ��
 ���
� ci ∈ M� i = 1, · · · ,m� ���
� �3���� � j ∈ {1, · · · , J}
���� ���� ci ⊆ Rj � 8�
 �����	���M �� � �

������
� �����	�	�� ����� ��� ����
 ��	���	�
	� ��
���
�� �	
� �	 �	� ��	�
���
 �	� ��� ����
 ��		�� �� �����������

�* !�� ��� �	����
 ��
����

p̂
(0)
j (iRj ) =

1
|IRj |

, ��
 �

 iRj ∈ IRj ; ��
 �

 j = 1, · · · , J. &)�%)*

��* �	 ��� r��� ���
�� ��
 ���� ��	�
���
 ci ∈ M� i = 1, · · · ,m�
�* ������ �	� ��
�������	 σi(1), · · · , σi(J) ���� ���� (Rσi(1), · · · , Rσi(J)) ���

��� ��� 
�		�	� �	��
������	 �
���
�� �	� ���� ���� ci ⊆ Rσi(1)�

�* #�F��� ��� ��
� Rσi(1) ���� ��� ��
��	 ci�

p̂
(r+1)
σi(1)

(iRσi(1)
) = p̂

(r)
σi(1)

(iRσi(1)
)
N(ici)/N

p̂
(r)
σi(1)

(ici)
��
 �

 iRσi(1)

∈ IRσi(1)
. &)�%2*

��� ��
��	�
 p̂
(r)
σi(1)

(iRσi(1)
) �� ����
� ��� ��F�����	� ��
���
 ��
��	�
�5��

�� ��� p̂
(r)
σi(1)

(ici) �����	 �	 ��3�
��
� ���
��
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 j = 2, · · · , J �  �� di,j �� ��� �	��
������	 Rσi(j)∩(Rσi(1)∪· · ·∪Rσi(j−1))
������	 ��� ��
� Rσi(j) �� ������ �	� ��� ��
�� (Rσi(1) ∪ · · · ∪ Rσi(j−1))
�

���� ������� �	 ���� ���
�� ����� ���� ��F�����	� ���� ��� ��
��	�
 ���
�
N(ici)�

%* ��� ��
��	�
 p̂
(r)
σi(j)

(iRσi(j)
) �� ��
���
 ��
��	�
�5�� �� ��� ��� ��
��	�


���
� p̂
(r)
σi(j)

(idi,j )�

)* ��� ��
��	�
 p̂
(r+1)
σi(ki,j)(iRσi(ki,j )) �� ��
���
 ��
��	�
�5�� �� ��� ��� ��
�

��	�
 ���
� p̂
(r+1)
σi(ki,j)

(idi,j )� ���
� ki,j �� ��� �	� �� ��� �	����� �����

�3����	�� �� ���
�	���� �� ��� 
�		�	� �	��
������	 �
���
���

1 ≤ ki,j < j �	� di,j ⊆ Rσi(ki,j). &)�%D*

2* �������

p̂
(r+1)
σi(j)

(iRσi(j)
) = p̂

(r)
σi(j)

(iRσi(j)
)
p̂
(r+1)
σi(ki,j)(idi,j )

p̂
(r)
σi(j)

(idi,j )
��
 �

 iRσi(j)

∈ IRσi(j)
.

&)�%@*
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��	���
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��� ���	�� ��� ��	 ��

���� �	� ��
��	�
 ����
������	�� ��� =�
���$ &%((%*�

#�� �����������

#����� +
�� ���� ��� +

��	 �� ����	�
8�
 ���� ��
��	�
 ci �� ��F��� �� �	 ���� ��? 	��� � ��
�������	 σi(1), · · · , σi(J)

�� ��� �	����� 1, · · · , L ���� ���� ��� ��J��	�� (Rσi(1), · · · , Rσi(J)) ����� ��� 
�		�	�
�	��
������	 �
���
�� �	� ���� ���� ci ⊆ Rσi(1)� ����� m = |M| ��
�������	� ��	
�� ���
�� �� ���	� �	�� �	� ��
 �

 �	� ���
�� �������
 ��� ki,j N� �� ���� �? ��
 ����
��
��	 ����
� ���
��	� ��� ���
����	�� ��� ��
�������	� ��	 �� ���	� ���� ��� ��
� ��
��� ���������� ������� ����� ����! ������ �
��
���� ����
���� �	 ��
F�	 G K�		�$�$��
&%(ED* �� +
�� 	����
�	� ��� ��
����� �� ci� �
 F�	����	 �
��� ��	 �� ����� #����
F�	����	 �
���� ��� �
�� =�	��	 &%(EE*�  ��
��5�	 G !�����
��
��
 &%(EE* �
 =�	��	 ��
�
� &%((>*�

��� �
��
���� ���������� ������� ����� ����! ������ 
�	� �	 O(m′)� �	� ���� ���
m ��
�������	� ��	 �� ���� �
��
���� �� ���	� �	 O(mm′)�

����
��" �� ������� ����������� "���� ��� )��%��

-���	 ��� +

��	 �
��� ���� �
�J��� {R1, · · · , RJ} �	� ��� ��
�������	 σi(1), · · · , σi(J)
���� ���� (Rσi(1), · · · , Rσi(J)) ����� ��� 
�		�	� �	��
������	 �
���
�� �	� ���� ����
ci ⊆ Rσi(1)� ��� ���� di,j �� ���� �? �
� �	�J��
� ����
��	��� ?� �
�� ����
��� ���� ���

����
�3��� �� �������	� ��� ��
��	�
 ���
� p̂
(r)
σi(j)

(idi,j ) �	� ��� ��F�����	� �� ���� �?

�� �	����	��	� �� ��� ��5� �� Idi,j � ���	 ��� ��
��	�
 ���
� p̂
(r+1)
σi(ki,j)(idi,j ) �� ���	�� '��
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��	�
 ���
� p̂
(r+1)
σi(ki,j)

(iRσi(ki,j )) �� ���

p̂
(r+1)
σi(ki,j)(idi,j ) ����	�� �	 ��� ��5� �� IRσi(ki,j)

� �	� ��� ki,j �� ���� ���� �� 	�� �	�J��
�

����
��	��� !� �� ��	� �� ������ ki,j ���� ���� |IRσi(ki,j)
| �� �� ���

 �� ������
�� '�

� �
����
 �
��
���� ����� ki,j N� ��
 �

 ��
�������	� �	� �

 �	��
������	� di,j ��	 ��
���	� �	 O(nm3) ����	 ��� ��
�������	��

�� ��� ������ �� ki,j �� ���������� ���	 ��� ���

��� ��
��	�
 ���
� ��	���	�	� ���
�����
� di,j �

���� ��� ���	 ���	� �	 ��� ��

�	� ��F�����	� ���� � ��
��	� #�����
di,j ⊆ Rσi(s) �	� di,j ⊆ Rσi(t) ���� s < t < j� ���	 D = Rσi(s) ∩ Rσi(t) �= ∅ �	�
di,j ⊆ D� �	� ��� ��
��	�
 ���
� ����
��	�� �� D ��� ���	� �	 ��� t��� ���� �� ����
��F�����	��

?� �
�� ����
��� ���� ���	� ��
�������	� σi(1), · · · , σi(J) ���� ���� ��� ��J��	��
(Rσi(1), · · · , Rσi(J)) ����� ��� 
�		�	� �	��
������	 �
���
�� �	� ���� ���� ci ⊆ Rσi(1)

�� ����
� ������ ��� �	� ���� ���� �� di,t ⊆ di,s� ���	 s < t�

?� ���� �� +	� ��� ��
�������	 σi(1), · · · , σi(J) ���� ����
∑

j=2,···,J |IRσi(ki,j)
| �� ��

���

 �� ������
�� ��� ����������	� �� ���� �? �
� �	�
�����
� �� ���� �� ����
�����	�
�����	�� �	 �3��
� ������� ����� �	 �����
 �
�����
����� 	����
$�� ���  ��
��5�	 G
!�����
��
��
 &%(EE* �
 =�	��	 �� �
� &%((>*� #	 �
��
���� �� ��	��
��� � F�	����	 �
��
���� ���� ��� ��� �� � ,������
�� �����
�. �	 ��� ����
���
�� ���� ��� �	��
������	�
di,j � ����� ��� ���

∑
j=2,···,J |Idi,j |� �� ��	���5��� �� �
���	��� �	 =�	��	 G =�	��	

&%((D*� '�� ��	�� ��� ������� �� ��� 
�	$� �	 ��
 ��������	 �
� 	�� ������
��� ���
��
�������	� ����	� ��� ��� ��	���
 ����

∑
j=2,···,J |IRσi(ki,j)

| ��		�� �� 
��� �4 �

F�	����	 �
�� ��	��
����� �� ��� �
��
���� �� =�	��	 G =�	��	 &%((D*� ?� 	��� ��
��	��
��� � ��3���
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�� ��
 ��� ��
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����� ������ ����� ��� �
��� �������� �� 
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����� �� 
���� �	��� ���� �� ���
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���� �� ��� ����
�3��� ��
�������	� ��� ��5� �� ��� 
�J��
�� ��
$������

:�
 ���
�� N(ici)� ici ∈ Ici � i = 1, · · · ,m� �� ����� ��� ��
��	� ����
� �� ��F�����
���� � ����
 ��5� ��

sM =
∑

ci∈M
|Ici |. &)�%C*

��� ��5� sR �� ��� ����
 ����
� ��� ���
�� p̂.
j(iRj )� iRj ∈ IRj � j = 1, · · · , J � ��

sR =
∑

j=1,···,J
|IRj |. &)�%B*

���� ��� ����
 ��5� s �� ��
$����� �� ���	 ����	 ��

sW = sM + sR + sA =
∑

ci∈M
|Ici | +

∑
j=1,···,J

|IRj | + 2 max
j=1,···,J

|IRj |, &)�%E*
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� sA �� ���� ��3�
��
� ���
� �� ��� �
��
 2 · maxj=1,···,J |IRj | 	����� �	 ���� $?�
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)����� � ���(Rj , 1,�3�
�����	)M
)����� � ���(Rj ∩
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��	� � ����
���
� ����
�� ���	 ��� 
��� �� ���� ������
 ��� ����
���
 �� �

���� �	 ��� 
���� '�� ��� � 
�	�
�	 O(ne) ���� ����� ����
� �� �����
�� �� ��� ����
�3��� O(nm logm) �� ������	�
��� 
��� �� ��� �	��3� !�	�� m < n ��
 ����������
� �
���� �	� e ∼ n2� ��� 
����
 ��
�
���

���

'� ��� �
��
�	�� �
������ �� ��� �
��
���� ���������� ������� ����� ����! ������

� �!���%����� �� ��
F�	 G K�		�$�$�� &%(ED* �� �� ������
� �� �
��� �	 �
��
���� ��

+	��	� ��� �	��3 �� ��� �
��� �	 O(m′ + nm logm) �����

��� �
��
���� ���������� ������� ����� ����! ������ � �!���%����� �������� ��

����
�� ����
�
���� � ��
���� �
���	����	 �
��
�	� α �� ��� ��
������ α(vi) = i �	� ���
�
��
�	� {v1, · · · , vn} �� ��
����� ��� �
��
�	� �� �������� �� ��

���� "��$ �� ��� +
��
���� �	 �
���
�
� ����� �	� 	����
 �

 ��� ��
����� �� ���� ���� �	 �	�
����	� �
��
�
?��	 �

 ��� ��
����� �� ��� ��
����� ���� �
� �
��
��� ��
��� �� ��� 	�3� ���� ��� ����
����	� �� ��	� 	����
�� ��
����� �� ������
�� ;����
 �

 ��� �		����
�� ��
�����
�� ��� ��
����� ����� ��	��	�� �	��
 �

 ��� ��
����� �
� �
��
��� ��� �
��
���� ��� �
����
�3��� �� O(m′)�

�	 �������	 �� 	����
�	� ��� ��
������ ��� �
��
�� ��
��
�� ��� ��

���	� ����
�������	�� �� 	����
� ��� ��
����� ����� �
�� 1 �� k �	 �
��
 �� ����
 ��
�����	M �� S ��
��� i�� ���� ��
������ ���	 S = Ri �	� β(S) = i� β(S) �� �	 �	��3 &��4�
�	� �
�� ν*
�� S� �� �3��	�� ���� 	����
�	� �� ��� ��
����� �� ��+	�	�

β(v) = min{β(R)| R �� ��
����� �	� v ∈ R}. &2�2*

��� �	����
 β(v) �� ��� ��	���� 	����
 �� ��� �	����� �� ��� ����� ��	���	�	� v�
8�	�

�� ��
 ���� ���� S �� �������� γ(S)� ��+	�� ��

γ(S) = max{β(v)| v ∈ S}, &2�D*
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�� S �� 	�� ���	� ��� ��
����� ������ �	�

γ(S) = max{β(v)| v ∈ S �	� β(v) < β(S)}, &2�@*

�� S �� ���	� ��� ��
����� ������ &#

 ����� �
� ��
����� ��
 ����
�� ����
�
�����* ���
�	����
 γ(S) �� ��� �	��3 �� ��� ���� ��
����� 
����� ����
� S ���� ���� ��� ���� ���	
��
����� ��	���	�� �		����
�� ��
����� �
�� �	 S�

����
�� @ �� ��
F�	 G K�		�$�$�� &%(ED* ������ ���� � ����
�
��� H �� ����
��
�� �	� �	
� �� ��
 ���� i ∈ [1, k] �	� ��
 ���� ���� S �� H ���� ���� γ(S) = i �� ����
S ∩ {v| β(v) < i} ⊆ Ri� &!�	�� β(v) = i ���
��� v ∈ Ri� ���� ��	�����	 �� �J��
 ��
S ∩ {v| β(v) ≤ i} ⊆ Ri�* ���� ����
�� �	��
�� �	 O(n +m)����� ����
����� ����� ���
��
F�	 G K�		�$�$�� &%(ED*�

!�	��

Rj ∩
j−1⋃
l=1

Rl = Rj ∩ {v| β(v) < β(Rj)} = Rj ∩ {v| β(v) ≤ γ(Rj)} &2�C*

�� �� ��� ����� ����
�� ��
 ����
�� ����
�
���� ����

(Rj ∩
j−1⋃
l=1

Rl) ⊆ Rγ(Rj). &2�B*

���� ��� �
��
���� ���������� ������� ����� ����! ������ � �!���%����� �
��
� ���
�
�J��� Rj �� �	 ����
�� ����
�
��� �	 ��� ��J��	�� (R1, · · · , RJ ) ���� ����

∀ j = 2, · · · , J ∃ k, 1 ≤ k < j : (Rj ∩
j−1⋃
l=1

Rl) ⊆ Rk, &2�E*

����� ��� ��J��	�� (R1, · · · , RJ) ��
+

� ��� ������� ���
��
���
� ��
�
����

���� Rj �	�
⋃j−1

l=1 Rl ��
�� � ������������	 �� ��� ����
�
��� �	����� ��
⋃j

l=1Rl�
�	� �� ���� �	 �
��
���� &+��
� 2�)* ��
 +	��	� ��� �	��3 ν �� �	 ����
�� ����
�
����

�3�
�����	 &2�C* ����� ��
���� ���� �� ������� ��� ���� Rj ∩ ⋃j−1
l=1 Rl� �

 �	 �

����
 ���� �� O(m′)� �	� ���� ��� �	��3 �� �	 ����
�� ����
�
��� ��	 �� ���	� �	
O(m′ + nm logm) �����

+�-�+ $������������ �� ��� 0��&$���������
� '
����

	������
�����

�	 ��
F�	 &%(E@* �	 �
��
���� ��
 +	��	� ��� �
�J�� ����
���
� �� � �
��� �	 � ����

���� �� O(ne + n2) �� �
���	����  ����
 &%((2* �
���	�� � ��
���	 �� ���� �
��
����
���� �� ������
 �	 ��� ��	�� ���� ��� ����
���
� �
� ��	���
 �	� ���� ��� �
��� �� �	
�
���������� �	�� ��� �

������
� �����	�	���

��� ��
����� �� ��� �
��� �
� ������� ����
��	� �� � ��	���
 ��
��3 �
���	����	
�
��
�	� π� ?��	 ������	� ��� i��� ��
��3 vi� ���	� �� ��� ��
��3 ���

C(vi) = ∂πvi ∩ {vi+1, · · · , vn}, &2�(*
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����� ��� ����
��� �	����� ��
����� ��F���	� �� vi �	 ��� +

��	 �
��� �	� ��

���	� vi ��
����
���� �	� �� C(vi) ����
���� ��� �
��� �	�� ��� 	�	������ �����	�	�� �� �����
�	� �����	�	� ��	���	� vi� ���	 ��� �
��� ��	 �� ���������� ���� 
������ �� vi� �	�
��� �����	�	� ���� vi ��	 �� �����
��� �� �	 �

������
� ����
����

���� ����� �� ��� ��

���	� ������������	 �
��
�����

• 8�	� � ��	���
 �
��
�	� π �� G �	� ������� C(vi) ��
 ���� ��
��3 vi�

• 6����� ��� ��

���	� ���� ��
 ���� ��
��3 vi �	 �	�
����	� �
��
 ���� 
������ �� π�
 �� A �� ��� ��
��3 ��� �� ��� ��		����� �����	�	� �� GV (G)\C(vi) ��	���	�	� vi�
�	� 
�� B = V (G)\ (C(vi)∪A)� �� C(vi) �� ����
��� �	 G �	� B �= ∅� ���������
G �	�� G′ = GA∪C(vi) �	� G

′′ = GB∪C(vi)� ����
���� �� C(vi)� 6��
��� G ��
G′′� �	� �����
� G′ �� � �
����

H�����	� �

 ��� ��
����� ����
��	� �� ���� �
��
���� ��

 ��
��
� �

 ������
� ������
�������	� �� ��� �
��� &��
F�	 %(E@*�

!���� � #� G �
������ � ��� �
 �
�����
�$ �
�
 �
�
��
����
� ��
� ���� �
 ����
�����'

3���� ���� ��  ���� ) �� ��
F�	 &%(E@*� �

!���� � (�
 �
�
��
����
� ���
����� �� �
��
��'

3���� ���� �� ����
�� ) �� ��
F�	 &%(E@*� �

7�����������	 �	�� ��� �

������
� �����	�	�� ���� ��	���
 ����
���
� ��	 ��
�������� ��� �� C(vi) ⊆ ∂vi� ����� ���
� �
� 	� +

��	 ����� �
�� vi �� ��
����� ��

���	�
vi� 	�� ���������	� ���� 
������ �� C(vi)� ��� ���������	� ���� 
������ �� C(vj)�
���
�

j = max
j=i+1,···,n

(C(vj) ∪ {vj}) ⊆ C(vi). &2�%>*

!���� � )
� ��
�
 �
 ���
� �� 
��������
� 
��
���� {v1, · · · , vn} 
� ��
 �
����
� v(i)$
i = 1, · · · , n$ �� � ����� G$ ��� �
� i �
 ��
 �����
�� ���
� ���� ���� C(vi) �� �
���
�
'
#� C(vi) ⊆ ∂vi$ ��
� vi �� � �
��
�� �
��
� �� G'

3����  �� a �� ��� ��
����� �� ��� ��		����� �����	�	� �� GV (G)\C(vi) ��	���	�	�
vi� �	� 
�� b �� V (G) \ (a ∪ C(vi))� GV (G)\C(vi) �� ��� ����
��� �� G �	����� ��
V (G) \ C(vi)� !�	�� C(vi) �� ����
���� ���	 Ga∪C(vi)� Gb∪C(vi) �� � ������������	
�� G ���	 b �= ∅� #����� ���� C(vi) �� � ������ �� ∂vi� ���	 a = {vi} �������� ��
a \ {vi} �= ∅� ���	 
�� vj �� ��� ��
��3 ���� ��� �
������ �
��
 �	 a \ {vi}� 8
�� ���
��+	����	 �� ��� +

��	 �
���� C(vi) �	� a �� ��

��� ���� ��� �
��
 �� vj �� 
��� ���	
��� �
��
 �� vi� &#����� ���� ���
� �
� ��
����� �	 a \ {vi} ���� �	 �
��
 �
����
 ���	
���� �� vi� �	� 
�� vj �� ��� ��
��3 �� ����� ���� ��� ���

��� �
��
� !�	�� vj �� �	
��� ��		����� �����	�	� �� GV (G)\C(vi) ��	���	�	� vi ���
� ���� �� � ���� �
�� vi

�� vj 	�� ��
��	� C(vi)� �� {vi, vj} �� 	�� �	 ���� �� G� ���	 {vi, vj} �� �	 +

��	 ����
��
 ��� ��
��3 �
��
�	�� �	� ���� vj ∈ C(vi) 
���
�
��� �� {vi, vj} �� �	 ���� �� G
��	�
������	� vj ∈ a�* !�	�� Ga∪C(vi)� Gb∪C(vi) �� � ������������	 �� G� �	� ��	��
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vj ∈ a ���
� ��	 �� 	� ����� �	 ��� +

��	 �
��� �
�� vj �� ��
����� �	 b� C(vj) �� ����
� ������ �� {vi}∪C(vi)� �	� ���� C(vj) �� ����
��� ��	�
������	� ��� ���������	 ����
vi ����
� �� ��� ��
��3 ���� ��� ���

��� �
��
 ���� ���� C(vi) �� ����
���� �

��� ����� ����
�� �� �
�� ����	 �	 '�����
� &%(EC*�

!���� + )
� {v1, · · · , vn} �
 �� ������� �
��
� 
��������
� 
��
���� 
� ��
 �
����
�
v(i)$ i = 1, · · · , n$ �� � ����� G$ ��� �
� vi �
 ��
 ������� �
��
� ���� ���� C(vi)
�� � ��� �
 �
�����
� 
� G' #� C(vi+1) ∪ {vi+1} ⊆ C(vi) ��
� C(vi+1) �� ���
 � ��� �

�
�����
� 
� G'

3����  �� a �� ��� ��
����� �� ��� ��		����� �����	�	� �� GV (G)\C(vi) ��	���	�	�
vi� �	� 
�� b �� V (G) \ (a ∪ C(vi))� #���
 �
���	���	� a ��� ������������	 �
��
����
��

 �� ���������
 �� vi+1 ��	�� C(vi+1) ⊆ C(vi) �	� ���� �� ����
���� '� 
���� ) ���
��
��3 vi+1 �� ���� ����
���� �
�� b �� C(vi+1)�

&?������ 
���
�	�� �� 
���� ) �� ��	 ���� ���� ��� ��
��3 vi+1 	�� �� ��F���	� ��
�	� ��
��3 �� b� #����� vi+1 ∼π vk ��
 ���� vk ∈ b� k > i+ 1� '�� ���	 vk ∈ C(vi+1)
��	�
������	� vk ∈ b� #����� vi+1 ∼π vh ��
 ���� vh ∈ b� h < i� ���	 vh ∼π vk ��

���� vk ∈ b� k > i+ 1� �
�� C(vh) ⊆ C(vi) �	� ���� ����
��� ��	�
������	� vi �� ���
��	���� ��
��3 ���� ���� C(vi) �� � �
�J�� ����
���
 �� G� !�	�� ���� vh ∼π vi+1�
h < i� �	� vh ∼π vk� h < k� �� ���� ���	 ���� �	 ���� {vi+1, vk} �� ��� +

 �	 �
���
�� G� �	� ���� vk ∈ C(vi+1) ��	�
�������	� vk ∈ b�*

?� ���	 ���� ���� a ∪ {vi+1} �� ����
���� �
�� b �� C(vi+1)� �	� ����
Ga∪{vi+1}∪C(vi+1)� Gb∪C(vi+1) �� � ������������	 �� G�

!�	�� C(vi) �� ����
�� ��� ��
��3 vi+1 �� ��F���	� �� ���� ��
��3 �� C(vi) �	�
���� C(vi) = C(vi+1) ∪ {vi+1}� ?� ���	 ���� ���� ��� ����
��� Ga∪{vi+1}∪C(vi+1)

�
���	���� �� C(vi+1) ��� ���� ����
��� �� Ga∪C(vi) �
���	���� �� Ci�
�

#������ � )
� {v1, · · · , vn} �
 �� 
��������
� 
��
���� 
� ��
 �
����
� v(i)$ i =
1, · · · , n$ 
� ��
 ����� G$ �
� i �
 ��
 �����
�� ���
� ���� ���� C(vi) �� �
���
�
$ �����

C(vi) ⊆ ∂vi$ ���� G �� �
�
��
����
 ���� �
���
�� �
 C(vi)$ ��� �
�

j = min
j=i+1,···,n

(C(vj) ∪ {vj}) �⊆ C(vi) − 1. &2�%%*

(�
� C(vj) �� � ������� �
�����
� 
� G'

3���� '� ��� ����� 
���� C(vi) �� � �
�J�� ����
���
 �� G� �

�� j �� ����
��	�� �� ������ ���	 �� ��� ��	��
�����	 �� ��� � ���
� ��		�� ��
��
����� �	 C(vj) ��

���	� vj �	� 	�� ��		����� �� �� 
���� �	� �� ��� ��
����� ��

���	�
��� ��
����� �� C(vj)�

'������� �� ���
� ��
� ���� � ��
��3 vk �	 C(vj)� ���	� ���	 �
��
�	� vk �	 ���

�3����
������
 ���
�� &���� � �����
 �
��
* ����
� vj � ��� 
���
 �� vj �� 
�3����
�����
��

� �
����
 ���	 ��� 
���
 �� vk� ��	�� vj �� ��		����� �� ��
����� ��

���	� ��
�����
�� C(vj) �	� vk �� 	�� ��		����� �� ��
����� ��

���	� ��
����� �� C(vj)� ��	�
������	�
���� vk ����
� �� �
��
�� ����
� vj �
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#������ � �
�
��
���� ���� �
��
�� �
 C(vj) �� �
�
����
� ��
�
 �� ��
 ���
 ��
�
�
��
���� ���� �
��
�� �
 C′(vi)$ ��
�


C′(vi) = {w ∈ C(vi) | w �� �����
�� �
 �� �
��� 
�
 �
��
� �� V (G) \ (a ∪C(vi))}.
&2�%)*

3���� �

�	 ��
F�	 &%(E@* �� �� 	���� ���� ���������	� ���� 
������ �� C′(vi) ��

 ����
���

�
 ����
���
� �	� ����
 �����	�	��� �	� ���
��� ��� �
��
���� �
����
�� ��� 	��
���
��� ��� ��
������� ����
�3��� �� ��� �
��
�����

�	  ����
 &%((2* �� �� �
���	 ���� ���	 ���������	� ���� 
������ �� ��	���

����
���
� �	� ���	� ��� ��
��3 �
��
�	� �� ��� �� ���	 � ����
��� �
���	���� ��
�	� ����� �	 ��� �
���	����	 �
����� ��		�� �� � ����
��� �� ����
���� �
���	����
�
������
�� ���� ��� �
���� �
� �
�����
� ���������� �	�� ��� �

������
� �����	�	���

���������


��
F�	 &%(E@* �	�  ����
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� ��� �
�J��� �� ��� �
����  �� a �� ��� ��
����� �� ���
��		����� �����	�	� �� GV (G)\C(vi) ��	���	�	� vi� �	� 
�� b �� V (G) \ (a∪C(vi))� ��
b �= ∅� ���	 ������ ��� ��	�
���
� C �	�� ��� ��� �
�����A �	� B�A = {c ∈ C | c∩a �= ∅}
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 ��� ���� C(vi) ���� ����
C(vi) ⊆ c ��
 ���� c ∈ C �
 �	
� ��������� ���� 
������ �� ��� ���� C′(vi) ⊂ c ��

���� c ∈ C ���� b �= ∅�
!���� - #� C(vi) �⊆ ∂vi$ ��
� ��
 �
�
���
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� Ga∪C(vi) ��
 A ∪ {C(vi)} ��� ��
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���
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� Gb∪C(vi) ��
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���
� �� Ga∪C(vi) �
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� �� Gb∪C(vi) �
� � ������ �� B ∪ {C(vi)}�

?� �
��� ���� C(vi) ⊆ c ��
 ���� c ∈ B� C(vi) �� ����
���� �	� ���� C(vi) ⊆ c ��

�� 
���� �	� c ∈ C� !��� ��	�
���
� c ���� �� �

������ �� B� #����� c∩a �= ∅ ��
 �	�
�� ����� ���� c� �� vi ∈ c ∩ a� ���	 {vi} ∪C(vi) �� ����
��� ��	�� {vi} ∪C(vi) ⊆ c� �	�
���� C(vi) ⊆ ∂vi �	 ��	�
�������	 ���� ��� ���������	 �� ��� 
�����  �� vj �� ���
��
��3 ���� ��� ������� �
��
�	� �	 c ∩ a� �� ���
� �� ���� � ��
��3 vj ∈ c ∩ a ��4�
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�
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��
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���
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C(vi) ⊆ ∂vi� ���	 vi �� � ��
���� ��
��3 �	 ��� �
���� �	� ��� ��� ��	�
���	� �
�����
{{vi} ∪ C(vi)} �	� B′ �
� � ������������	 �� C� ���
� B′ �� B� �� c ∈ B �3���� ����
���� C(vi) ⊆ c� �
�� B ∪ {C(vi)}� �

 �� a(i) �� ��� ��
����� �� ��� ��		����� �����	�	� �� GV (G)\(C(vi)∪A(i)) ��	���	�	�
vi ���	 ���������	� ���� 
������ �� � ����
��� ������ C(vi)� ���
�

A(i) =
⋃

j<i �	� C(vj)⊆c ��
 c∈C
a(j), &2�%2*

�
� ��� ��
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������ �
�� ��� �
��� ����
� ���������	� ���� 
������ �� C(vi)�
��� �

������
� �����	�	�� ���� ��
����� a(i)∪C(vi) ��	 ���	 �� �
��
�� ���� 
������
�� A(i) ���� ���� a(i) ∪ C(vi) �
������ a(j) ∪ C(vj)� �� A(i) ⊂ A(j)� ?� �
��� a(i) �	�
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 �� S �� ��� ��� �� ����
���
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 �
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����� ;��� ���� ���
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 ��� ����
 ��
� ���	 �	�� ��
�	� ��� ������������	� ����� ���
� ���
�3���� ��
����� vi �	� vj � vi �= vj � ���� ���� C(vi) = C(vj) &�
 C′(vi) = C′(vj)* ���
a(i) �= a(j)
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∅}�
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����
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�
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� � ��  ����� ����� � �(a, vi, ∂)� ����� �
�� ��� ��
��3 vi ��

 ����� ��
����� �	
�
�	 a �� � '*�� ������������ ������� �	� ���� ��� ��F���	�� 
���� ∂ �� �
����	�� ����
���
��	� ��� ������������	 ���� �� � ��	�
� ��
��3 ��$�� O(e+ n) ����� �	� ��� ����
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������
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" ����(�����(C,Δ, ∂,C, π−1)
����� a, b, d,A,B,S, i, j, u;
�3�
�����	 ::= ;�

M
d ::= ΔM
b ::= dM
i ::= 1M
S ::= ∅M
'���� b �= ∅
{

'���� ¬��������(C(π−1(i)))
i ::= i+ 1M

u ::= π−1(i)M
�� C(u) ⊆ ∂u
���� {

j ::= i+ 1M
'���� C(π−1(j)) ∪ {π−1(j)} ⊆ C(u) ��� j < |Δ|

j ::= j + 1M
a ::= {u} ∪ C(u)M
)����� � ���(a, 1,�3�
�����	)M
)����� � ���(∅,−1,�3�
�����	)M
i ::= j − 1M
u ::= π−1(i)M
a ::= a \ C(u)M
A ::= ����� � � ������ %� �������(a, C)M
B ::= ����� � � ������ %� �������(a,S)

} ��
� {
a ::= 
� � ��  ����� ����� � �(d \ C(u), u, ∂)M
A ::= ����� � � ������ %� �������(a, C)M
B ::= ����� � � ������ %� �������(a,S)M
A ::= ������(A ∪ {C(u)} ∪ B)M
	��� "�������'�� ����� � �(a ∪ C(u),A,�3�
�����	) }M

S ::= {C(u)} ∪ SM
�� d �= a ∪ C(u)
���� {

)����� � ���(C(u),−1,�3�
�����	)M
)����� � ���(∅, 1,�3�
�����	) }

d ::= d \ aM
b ::= d \ C(u)M
i ::= i+ 1 }

������&�3�
�����	*M

8���
 2�2� �	��3 �� !���
� <	��
����� -
�����
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�J��� �� ��� �
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���
	�� �	� ��
���� �
�� � ���� ��
����
� ��

� ��	�
���	� �
��� C� ���
� ��
 ���� ��
��3 v �� ���� � ����
� 
�	$�� 
��� �� ����
�

�	$�� 
���
�	��� �� ��	�
���
� c ∈ C ��	���	�	� ��� ��
��3 v� �	 ���� ��F���	�� ���
�3
��
 � ����
�
���� �	 �
���	� ��
 � ��	�
���
 �	 ��� ����
� 
�	$�� 
��� �� ��	�
���
�
��	���	�	� � ��
��3 �� �
�� �	 �
���	� �	 � ����
� 
�	$�� 
��� �� ��
����� ��	���	�� �	
��� ��	�
���
 ���� ���� ���	 � ��	�
���
 �� ��
���� �
�� ��� 
��� �� ��	�
���
� �� �	�
��
��3� ���	 ��� ��	�
���
 ��	 �
�� �	 
�	��
 ���� �	 ��� 	����
 �� ��
����� �	 ���
��	�
���
 �� ��
���� �
�� ��� 
���� �� �

 ����
 ��
����� �� ��� ��	�
���
�

!��� � ��
����
� ��	 �� ��	��
����� �	 O(nm) ����� �
 ��
� �
�����
� O(m′) �����
�� ����
��	� ��� ��	�
���	� �
��� Ai� �� ��
 ���� ��
��3 w ∈ a(i) ���� �� 
���
	 &�	�
��
���* ��	�
���
� ��	���	�	� w� ���
� �� ����� ��� ���� a(i) �
��
�� ����
��	� �� ���
������������	�� ?� �	
� ���� �� ����� � ����
 �� n ��
������ # ����
 �� m ��	�
���
�
��� �� �� 
���
	��� �� ��� ��	�
���	� �
����� Ai ��	 �� ���	� �	 � ����
 ���� �� O(nm)�
#	�
�����
� ��� ���� Si ��	 �� ���	� �	 � ����
 ���� �� O(nw)�

8�
 ��� 	�	�����������
� �����	�	�� �� ���� �� 
����� ���	����
 ���� �	� ����
������� �� ����
 ��	�
���
� �
�� Ai ∪ {C(vi)}∪ Si� �3���
�� ��	 �� ��	��
����� ����
���� ��� 	����
 �� ��	�
���
� �	 � ��	�
���	� �
��� Ai ��
 � 	�	�����������
� ����
��	�	� �� �
���
���	�
 �� m �	� ���� ���� ��� 	����
 �� ���� �	 Si �� �
�� �
���
���	�

�� m &�	� w* 6�����	� ��	�
���
� ������� �� ����
 ��	�
���
� ����
� �� ������	� �


��	�
���
� �� Ai ��
 ���� ����
���
 �	 Si �	� ����$�	� ��
 ������ ����� ��� ����
�3���
O(nmw)� '�� ���� ��������	 �� 
�
��

 �* 0 � ( � � � � � ( � 
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�
����
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F�	 G K�		�$�$�� &%(ED* ���� �	 �
��
���� ��
 �����	� ���� � ����
�
��� �� ����
��
�	 O(n+m′)� ���� �� ��	 ������ �
�� ��� ��	�
���	� �
��� �	 
�	��
 ���� ������
 ���
����
�
��� �� &��	��
��
 �	�* ����������
�� ��	 ��	�����	� ��
 � ����
�
��� �� ��
����
�� �
� ����	 �	 '��
� �� �
� &%(E2*�

����$�	� ������
 � ����
�
��� �� ��	��
��
 �� ��
��
�



"�4� #������	��� @@

�	 '�
�� &%(B2* ��� ��

���	� ����
�� �� ����	� # ����
�
��� C �� ��	��
��
� ��
�	� �	
� �� ��
 ���� �
��
� e1� e2 �	� e3 �� ����� �� C ���
� �� �	 ���� f �� C ���� ����

(e1 ∩ e2) ∪ (e1 ∩ e3) ∪ (e2 ∩ e3) ⊆ f. &2�%D*

���� ��	�����	 ��	 �� ����$�� �	 O(nm4)� '�� � ��
�� ���� ����
�3��� �� O(n2m2)
��	 �� �������� �� ��� ��

���	� ����
���

#������ , +
����
� ��
 ����� G = (V (G), E(G)) ��� ��
 �
�
������ ����� C$ ��
�

{α, β} ∈ E(G)$ �� {α, β} ⊆ c �
� �
�
 c ∈ C' C ��
 ��
� ��
 ��� �
� 
� G$ �� ��� 
���
��

∀ v ∈ V (G) ��� a ∈ C ∃ b ∈ C : {v} ∪ (∂v ∩ a) ⊆ b. &2�%@*

3���� #����� ���� ��� �
���	�� �� C �
� ��� �
�J��� �� G� ���	 ��
 �	� ��
��3 v �	�
�	� ��	�
���
 a ��� ������ {v} ∪ (∂v ∩ a) �� ����
��� �	� ���� ��	���	�� �	 � �
�J��
b �� G�

�� ���� ���� ��� ��	�����	 �� ������	� �� �	��
� ���� ��� ��	�
���	� �
��� ��
��	��
��
� ������ ����

∀ v ∈ V (G) �	� a ∈ C ∃ b ∈ C : {v} ∪ (∂v ∩ a) ⊆ b. &2�%C*

 �� a = {α1, α2, · · · , αl} �� � �
�J�� �� G� ?� ���	 ���� ���� ���
� �� � c ∈ C ����
���� a ⊆ c� ���	 a = c� �	� C ���� ���	 �� ��� �
�J��� �� G�  �� b0 = ∅ �	� ��

i = 1, 2, · · · , l 
�� bi = {αi} ∪ bi−1� #����� ���� ���
� �� � ci−1 ���� ���� bi−1 ⊆ ci−1�
?� ���	 ����

bi = {αi} ∪ bi−1 = {αi} ∪ (∂αi ∩ bi−1) ⊆ {αi} ∪ (∂αi ∩ ci−1), &2�%B*

��	�� bi−1 ⊆ ∂αi�
!�	�� ���
� �� � ci ∈ C ���� ���� {αi}∪(∂αi∩ci−1) ⊆ ci� �	� ��	�� ���
� �� � c0 ∈ C

���� ���� b0 ⊆ c0� �� ���� ��
 i = 1, · · · , l ���� ���
� �� � ci ∈ C ���� ���� bi ⊆ ci�
!�	�� bl = a ���
� �� � cl ∈ C ���� ���� a ⊆ cl� ���� ����
�� �� �
�� ����	 �	 '�����
�
&%(EC*� �

��� ��
�� ���� ����
�3��� O(n2m2) �� �
���
���	� ��	�� ��� ������������	 �� ����
�
������
 �	� ���
�
�����
 ��	 �� ��
��
��� �	 O(ne+ n2m)� ����� �	
� � ���
� ���
��
��
�	������ '�� ��� ���
��� ����
�3��� �� ��� �
�����
� �� ���� �����
� ��� �
��
����
� ��	 �� ���
���	��� �� ��

���� 8�
 ���� ��
��3 v� ������ C �	�� ��
�� �
������
# �
��� A ���� ��	�
���
� ��	���	�	� ��
����� �
�� ∂v ��� 	�� ��� ��
��3 v� B ����
��	�
���
� ��	���	�	� v� �	� +	�

� � �
��� D ��	���	�	� �

 ����
 ��	�
���
�� 8�
 ���
	�
���
� �	 B �	� D ���
� �� 	����	� �� ����$� �	� ��
 ��	�
���
� a �	 A� ��� ��	�
���

b ���� ���� {v}∪(∂v∩a) ⊆ b ���� �� ���	� �	 B� �� ��
 ���� ��
��3 �	� ���� ��	�
���

�� ����$ �� �	
� ���� �� ����� � ��
� ��� ��	�
���
� �� B ����
� +	��	� �	� ��
+

�	�
��� ��	�����	� ���	 �� ����� �3���� � ����
�3��� �� O(n2m)� ����� �� �
����
� �
���
�� ��� ���
��� ����
�3��� ��
 ��	��
��
 ����
�
����� �	� ����� ���� ���	 ��
�+�� ��
����
���
 �������� �� ��� ��	�����	 �� 	�� ��
+

�� ����
 �	
� ������	� � ��
� ��� ��
������
����� ��� ����
�
��� �� 	�� ��	��
��
� ���	 �� ��� �3���� � ����
�3��� �� 
�� ��
Ω(nm)� �
�� ��
�+�� �� ����
���
 ��������
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 ��� �
����� A(v) �	� B(v) �
� ���	� ����
� ����$�	� �� ���
���� ���	 ����
��	 �� ���	� �	 � ����
 ���� �� O(nm) �� ������	� ��� ��	�
���
� �	� �� �	�� �	� ���	
������ B(v) �
 A(v) ����
��	� �� ������
 v �� �	 ��� ��	�
���
 �
 �	 ��� ���	��
� ��
��� ��	�
���
 
���������
��*

+���� $������������ �� ��� 0��&�����
��
 (���
�
����

��� �
��
���� �� ��
F�	 &%(E@* ��	 �� ����+�� �� ��������� 	�	���	��
��
 ����
�
�
����� ?� ��
� ��� )�������	 �
��� �� ��� ����
�
��� �	� ���	 ���
� ��� �
��
����
�� ��
F�	 &%(E@* �	 ��� )�������	 �
���� '� ��� ��

���	� 
���� �� $	�� ���� ���
����
���
� �� ��� ����
�
��� C = (V(C) ⊆ Δ, C) �� � ������ �� ��� ����
���
� �� ���
)�������	 �
��� GC �� ��� ����
�
����

!���� � #� � ���
������ C �� �
�
��
����
 ���� �
��
�� �
 � ����
� d 
� �� 
��
 
�
��
 ���
������ ��
� ��
 ���
���
� ����� 
� ��
 ���
������ �� �
�
��
����
 ���� �
��
��
�
 ��
 �
� d'

3���� ���� �� � ��
�������
��
� ����$�	� �� ��+	����	�� !�	�� d ⊆ c ∈ C� d �� � ������
�� �	 ���� �� ��� ����
�
���� d �� � ����
��� ����
��� �	 ��� )�������	 �
��� GC � '�
��� ��+	����	 �� ������������	 �� � ����
�
��� ��� ��� d ����
���� ��� ����
�
���
�	�� ��� ����
���� ���� ��	���	�	� �� 
���� �	� ��
��3 	�� �	 d� ���� d �� � ����
���
����
���
 �� ��� )�������	 �
���� �

8�
 ���� ����
���
 ���	� �� ��� )�������	 �
��� �� ���� ������
 ���� ����
���

�
�� ���������� ��� ����
�
���� �� �� ���� ��� ���	 �� ��������� ��� ����
�
���� #
����
�
��� C = (V(C), C) ���� )�������	 �
��� GC = (V (GC), E(GC)) ��	 �� ������
����� �	�� �
����� �

������
� ����
���� �� ��� ��

���	� �
��
�����

• 8�	� � ��	���
 �
��
�	� π �� GC �	� ������� C(vi) ��
 ���� ��
��3 vi�

• 6����� ��� ��

���	� ���� ��
 ���� ��
��3 vi �	 �	�
����	� �
��
 ���� 
������ �� π�
 �� A �� ��� ��
��3 ��� �� ��� ��		����� �����	�	� �� GC

V (GC)\C(vi)
��	���	�	�

vi� �	� 
�� B = V (GC) \ (C(vi) ∪ A)� �� C(vi) �� ��	���	�� �	 � ��	�
���
 �� C�
�	� ���� ����
��� �	 GC � �	� B �= ∅� ��������� GC �	�� G′ = GC

A∪C(vi)
�	�

G′′ = GC
B∪C(vi)

� ����
���� �� C(vi)� 7����
� G′ �� � �
���� �	� 
��
��� GC ��

G′′�

?� �
��

� �	
� ��
��
� ��
�� ������������	�� ��� ���� �� ��
��� ���� ��� ������
	�	�� ���	� ��		�� �� ���������� ��
���
�

!���� / #� ��
 ���
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������ � ��� �
 �
�����
�$ �
�
 �
�
��
����
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�
���� �
 ����
�����'

3���� �� ��� ����
�
��� ��� � ����
���
 ����
��	� �� ����� ��� ����
�
��� �� ������
�����
�� ���	 ��� ����
���
 ��	 �� �����	 �� �� ��	���
� '� ��� ����� 
����� ���
����
���
 ��

 �
�� �� � ����
��� ����
���
 �� ��� )�������	 �
��� �� ��� ����
�
����
�	� ��� ����
���
 ��

 �� � ��	���
 ����
���
 �	 ��� )�������	 �
����  ���� &%*
&
���� ) �� ��
F�	 &%(E@** ������ ���� �� ��� )�������	 �
��� ��� � ��	���
 ����
��
��
� ���	 ��� �
��
���� �� ��
F�	 &%(E@* ��

 ����� ��� ����
���
� �	� ���� � ��	���
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" �����!���%����(C,Δ, ∂,C, π−1)
����� a, b, d,A, i, u;
�3�
�����	 ::= ;�

M
d ::= ΔM b ::= dM i ::= 1M
'���� b �= ∅
{

'���� ¬��������(C(π−1(i)))
i ::= i+ 1M

u ::= π−1(i)M
�� i = |Δ| �� π−1(|Δ|) ∈ C(u)
���� {

	��� "�������'�� ����� � �(d, C,�3�
�����	)M
b ::= ∅

} ��
� {
�� ��'��� �* � %� ������(C(u), C)
���� {

�� ��'��� �* � %� ������(C(u) ∪ {u}, C)
���� {

j ::= i+ 1M
'���� C(π−1(j)) ∪ {π−1(j)} ⊆ C(u) ��� j < |Δ|

j ::= j + 1M
a ::= {u} ∪C(u) \ C(π−1(j − 1))M
i ::= j − 1M
u ::= π−1(i)M
)����� � ���(a ∪ C(u), 1,�3�
�����	)M
)����� � ���(∅,−1,�3�
�����	)

} ��
� {
a ::= 
� � ��  ����� ����� � �(d \ C(u), u, ∂)M
A ::= 
� � ���������� (�(a ∪ C(u),C(u), C)M
	��� "�������'�� ����� � �(a ∪ C(u),A,�3�
�����	) }M

)����� � ���(C(u),−1,�3�
�����	)M
)����� � ���(∅, 1,�3�
�����	)M
d ::= d \ aM
C ::= 
� � ���������� (�(d,C(u), C)M
b ::= d \ C(u) }M

i ::= i+ 1 } }
������&�3�
�����	*M

8���
 2�D� �	��3 �� A���
�
�����
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��� �	 � 
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����
�

���	 ���� �	 ��� �
������ ������	� ?� ���	 ��� � ��
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(d, C(vi), C) �	 O(nm) ���� �
�� ��� ��	�
���	� �
��� �� ��� ����
�
��� �� ����������
�� C �� ����������
� ���� 
������ �� C(vi) �	� d �� ��� ��
��3���� �� �	� �� ���
�����	�	�� 
���
��	� �
�� ��� ������������	� ���	 ��� ��	�
���	� �
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���
����� ��
d ��	 �� ���	� �� ��
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���
 �� �
������ �� d� ���	 �� �� � ��	�
���
 �� ��� 
���
����� ��	�
���	� �
���� �� 	�� ��� 
���
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��	�
���
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���
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���
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���
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!�	�� �� ��	��
�����	 a∪C(u) �	� d\a �
� ����
���� �� C(u)� ���	 a∪C(u) �	� d\a
��
� � ������������	 �� C ���� 
������ �� C(u)� �� C(u) �� � ������ �� ���� ��	�
���
 ��
C� ���� ��	 �� ����$�� �	 O(nm) ���� �� ��� ��	����	 ��'��� �* � %� ������(C(u), C)�
&�� ��� ��F���	�� ���
�3 �� ��� �
������ ������	 �� ����� �� �	
� ���� �� ����� ��	�
���
�
��	���	�	� �	� �� ��� ��
����� �� C(u) �� ��
��
� ���� �����*
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�
��� �� ����������
� ���� 
������ �� C(u)� ���	 �	 O(nm) ���� ���
��	�
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����� A �	� C �� ��� ��� �����	�	�� �
� ���	� �� ��� ��	����	 
� �

���������� (��
?� ���� ��� � ����
 ����
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C> +������������ 	�� 
�����/�	����

1���
 D1� [ [1] [2] · · · [n] ]�

1���
 D2� [ [1, 2, 3, · · · , n− 1, n] ]�

1���
 D3� [ [1, 2, 3] [2, 3, 4] · · · [n− 2, n− 1, n] ]�

1���
 D4� [ [1, 2, 3, · · · , n− 2, n− 1][2, 3, 4, · · · , n− 1, n] ]�

1���
 G1� [ [1, 2, 3] [2, 3, 4] · · · [n− 4, n− 3, n− 2] [n− 3, n− 1][n− 2, n][n− 1, n] ]�

1���
 G2� [ [1, 2] [2, 3][1, 4][3, 4] [4, 5][3, 6][5, 6] · · · [n− 2, n− 1][n− 3, n][n− 1, n] ]�

1���
 G3� [ [1, 2][2, 3][3, 4][1, 4] [4, 5][5, 6][6, 7][4, 7] · · ·
[n− 5, n− 4][n− 4, n− 3][n− 3, n− 2][n− 5, n− 2]
[n− 2, n− 1][n− 1, n][n, 1][n− 2, 1] ]�

1���
 G4� [ [2, 3, 4, 5][1, 6][5, 7][6, 7, 10][7, 8][8, 9][9, 10]
[10, 11, 12, 13][1, 14][13, 15][10, 13, 14][15, 18][15, 16][16, 17][17, 18]
[18, 19, 20, 21][1, 22][21, 23][22, 23, 26][23, 24][24, 25][25, 26]
[26, 27, 28, 29][1, 30][29, 31][26, 29, 30][31, 34][31, 32][32, 33][33, 34] · · ·
[n− 23, n− 22, n− 21, n− 20][1, n− 19][n− 20, n− 18][n− 19, n− 18, n− 15]
[n− 18, n− 17][n− 17, n− 16][n− 16, n− 15]
[n− 15, n− 14, n− 13, n− 12][1, n− 11][n− 12, n− 10][n− 15, n− 12, n− 11]
[n− 10, n− 7][n− 10, n− 9][n− 9, n− 8][n− 8, n− 7]
[n−7, n−6, n−5, n−4][1, n−3][n−4, n−2][n−3, n−2, 2][n−2, n−1][n−1, n][n, 2] ]�

1���
 H1� [ [1, 2] [1, 3][2, 3] [2, 4][3, 4] · · · [n− 2, n][n− 1, n] ]�

1���
 H2� [ [1, 2, 3] [2, 3, 4] · · · [n− 3, n− 2, n− 1] [n− 2, n][n− 1, n] ]�

1���
 H3� [ [1, 2][1, 3] [2, 3, 4] [3, 4, 5] · · · [n− 2, n− 1, n] ]�

1���
 H4� [ [1, 2, 3][1, 4][2, 5][3, 6][4, 5][5, 6][4, 6][4, 7][5, 8][6, 9]
[7, 8, 9][7, 10][8, 11][9, 12][10, 11][11, 12][10, 12][10, 13][11, 14][12, 15] · · ·
[n− 8, n− 7, n− 6][n− 8, n− 5][n− 7, n− 4][n− 6, n− 3][n− 5, n− 4]
[n− 4, n− 3][n− 5, n− 3][n− 5, n− 2][n− 4, n− 1][n− 3, n] [n− 2, n− 1, n] ]�
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4; <�<<6( <�<<6( <�<<46 <�<<47 <�<<8; <�<<76 <�<<47 <�<<=6

=< <�<<74 <�<<75 <�<<<> <�<<47 <�<475 <�<<8; <�<<4< <�<<55

=( <�<<;7 <�<4<( <�<<46 <�<<=8 <�<=;8 <�<455 <�<<45 <�<<55

=> <�<4<< <�<4=5 <�<<<> <�<<56 <�<(=8 <�<46= <�<<4< <�<<6=

5; <�<46< <�<4>7 <�<<45 <�<<56 <�<84< <�<==5 <�<<=6 <�<<6;

(< <�<4>5 <�<==6 <�<<4< <�<<=8 <�4==7 <�<=74 <�<<47 <�<<;8

(( <�<=47 <�<=(( <�<<4= <�<<(= <�4;6; <�<546 <�<<45 <�<<77

(> <�<=6; <�<=>6 <�<<48 <�<<56 <�=4(( <�<56( <�<<=4 <�<<>5

6= <�<=8= <�<5=4 <�<<4< <�<<(; <�=754 <�<(<( <�<<<> <�<<8=

;< <�<5>6 <�<(<= <�<<4< <�<<(< <�(=(> <�<6=4 <�<<=4 <�<<8<

;( <�<(57 <�<((; <�<<4< <�<<6= <�648; <�<6>4 <�<<45 <�<4<(

;> <�<(>5 <�<6<< <�<<45 <�<<(( <�;=>4 <�<;56 <�<<=6 <�<44<

7; <�<;46 <�<;<( <�<<<; <�<<>4 <�>>;7 <�<774 <�<<48 <�<44<

>( <�<755 <�<7=4 <�<<=4 <�<<6< 4�=<>5 <�<8<( <�<<=4 <�<4=8

8= <�<>>6 <�<>57 <�<<46 <�<<78 4�;<6< <�4<6( <�<<4< <�<4((

4<< <�4<6= <�<874 <�<<48 <�<<76 =�<><( <�4=56 <�<<<= <�<4;6

4<> <�4==5 <�44<( <�<<=5 <�<<>5 =�;(>4 <�4(46 <�<<4< <�<476

44; <�4(<; <�4=74 <�<<46 <�<<78 5�5<8( <�4;<> <�<<=5 <�<476

4=> <�47=5 <�46<( <�<<46 <�<<>6 (�64=4 <�48(= <�<<=7 <�<48;

β 4�754; 4�6>;8 <�56<= <�>76( =�8>67 4�6744 &<�<;(= <�8;8(

��� <�<((6 <�<4(7 <�45=6 <�<;57 <�<4>5 <�<4>; <�478; <�<(=4

*	��		 = = 4 4 ( = < 4

;( <�<646 <�<<(; <�<;=4 <�<4<(

8= <�<8;6 <�<<;6 <�448> <�<4=7

4=> <�4778 <�<<>5 <�=46> <�<48<

4>< <�55>5 <�<4=4 <�(4=4 <�<=77

=6; <�;;4< <�<4;6 <�><54 <�<58<

5;( 4�55(< <�<=;< 4�;455 <�<6;<

64= =�;(;< <�<575 5�4>=8 <�<>(<

7=( 6�5(>6 <�<6=6 ;�5475 <�4=<=

4<=( 4<�;56= <�<774 4=�7=4< <�4><(

4((> =4�<=(; <�4<45 =6�=<;6 <�=5(<

=<(> (=�(5=7 <�4(8( 6<�(8(; <�57>>

β 4�8646 4�<=<> 4�8(54 4�<6=>

��� <�<4=> <�<4=7 <�<4=4 <�<46;

*	��		 = 4 = 4
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4; <�<4> <�<=( <�<=6 <�<== 46 <�<4( <�<=4 8 <�<<6 <�<<8

=< <�<55 <�<54 <�<(< <�<5( 4> <�<=5 <�<=7 47 <�<4( <�<=5

=( <�<66 <�<(( <�<;5 <�<(5 =4 <�<54 <�<5= 47 <�<46 <�<=5

=> <�<>> <�<6( <�<84 <�<67 =7 <�<66 <�<(7 =6 <�<5; <�<58

5; <�4>; <�<>< <�47( <�<>( 55 <�<85 <�<;5 55 <�<;8 <�<;<

(< <�=6( <�<86 <�==8 <�<88 58 <�4(6 <�<>5 55 <�<7< <�<68

(( <�5(( <�44= <�=87 <�44; (= <�478 <�<8= (4 <�4=> <�<>;

(> <�(64 <�454 <�57( <�45; (6 <�=4( <�4<5 (4 <�4=7 <�<>5

6= <�677 <�4(8 <�(;6 <�466 64 <�5<5 <�4=7 (8 <�=4= <�445

;< <�8<5 <�4>8 <�;>8 <�488 67 <�(46 <�465 67 <�555 <�4(;

;( 4�<88 <�=4< <�>=5 <�==( ;5 <�66< <�4>4 67 <�555 <�4(7

;> 4�54> <�=5; <�876 <�=(7 ;; <�;=> <�48> ;6 <�(>8 <�4>=

7; 4�>;< <�=>> 4�55= <�5<( 76 <�8<7 <�=(; 75 <�7<> <�==4

>( =�66< <�5(5 4�7;> <�5;6 >4 4�45< <�=>5 >4 <�8>8 <�=;>

8= 5�(<8 <�(<7 & <�(54 8< 4�65( <�5(4 >8 4�568 <�54;

4<< (�(<6 <�(75 & <�6<( 88 & <�(<( 87 4�><5 <�57<

4<> 6�;<7 <�6(6 & <�6>4 4<6 & <�((8 4<6 =�567 <�(=6

44; 7�<(5 <�;=< & <�;;; 44( & <�6=( 445 5�<=; <�(>>

4=> 8�;6= <�7(; & <�><5 4=; & <�;5= 4=4 5�>;= <�66=

β 5�<(= 4�;;> =�68< 4�;8; =�;<< 4�;<4 =�;6< 4�;<=
��� <�<4= <�<4( <�<=5 <�<46 <�<=> <�<4> <�<68 <�<4(

*	��		 ( = 5 = 5 = ( =

;( <�==5 <�=5> ;5 <�486 67 <�46(

8= <�(=8 <�(6> 8< <�57< >8 <�5((

4=> <�78( <�>64 4=; <�;84 4=4 <�;<<

4>< 4�6(< 4�;78 477 4�558 477 4�=66

=6; 5�<;; 5�(=> =66 =�786 =(8 =�(66

5;( ;�545 7�<>8 5;5 6�><8 5;4 6�=;8

64= 45�<;4 4(�776 64< 4=�<(6 6<6 4<�>(>

7=( =7�>>5 5=�<47 7=5 =;�<=4 7=4 =(�4<4

4<=( ;<�78; ;8�8== 4<=5 67�(5( 4<47 6=�6=(

4((> 45=�645 46;�(6= 4((; 4=8�(=> 4((4 448�<=8

=<(> =85�85( 568�==< =<(; 5<6�;74 =<(4 =>4�68<

β =�<7> =�446 =�44= =�<88

��� <�<=> <�<=8 <�<55 <�<56
*	��		 5 5 5 5
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4; <�4<7 <�<4; <�<47 <�<4> <�<4> <�<46 46 <�<48 <�<=4

=< <�=<> <�<=6 <�<55 <�<== <�<55 <�<=< =4 <�<(< <�<5(

=( <�5;5 <�<=8 <�<6; <�<=8 <�<66 <�<=6 =7 <�<;; <�<(8

=> <�6>< <�<57 <�<>> <�<56 <�<>8 <�<5< =7 <�<;; <�<(8

5; 4�=6( <�<64 <�4>6 <�<6= <�4>6 <�<(= 58 <�46< <�<>>

(< 4�7(= <�<;< <�=6; <�<68 <�=6( <�<(8 58 <�46< <�<>>

(( =�558 <�<;> <�5(= <�<;> <�557 <�<66 (6 <�=4< <�444

(> 5�<;8 <�<77 <�(6< <�<7; <�(56 <�<;4 64 <�=>( <�45;

6= 5�8=8 <�<>7 <�677 <�<>; <�66; <�<;8 64 <�=>5 <�457
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� �� ���� �	
O(ne′) ���� �
��
���� ��
 ��
��	� ��� �
��
�� �
�� ��
 	�	�����������
� �
������

����
�� ��� �
��
���� �� �
� ���	� �� �
���	� �� ����� �	 ��� ��

���	� �
��
���� ��

���������	� � �
��� G = (V (G), E(G)) �	�� �
����� �

������
� ����
�����

• 8�	� � ��	���
 �
��
�	� π �� G �	� ������� C(vi) ��
 ���� ��
��3 vi�

• 6����� ��� ��

���	� ���� ��
 ���� ��
��3 vi �	 �	�
����	� �
��
 ���� 
������ �� π�
 �� A �� ��� ��
��3 ��� �� ��� ��		����� �����	�	� �� GV (G)\C(vi) ��	���	�	� vi�
�	� 
�� B = V (G)\ (C(vi)∪A)� �� C(vi) �� ����
��� �	 G �	� B �= ∅� ���������
G �	�� G′ = GA∪C(vi) �	� G

′′ = GB∪C(vi)� ����
���� �� C(vi)� 6��
��� G ��
G′′� �	� �����
� G′ �� � �
����

!���� �� #� G �
������ � ��� �
 �
�����
�$ �
�
 �
�
��
����
� ��
� ���� �
 ����
��
����'

3���� ���� ��  ���� ) �� ��
F�	 &%(E@*� �



%�"� ����	����� ��	����	� ������ C(

!���� �� (�
 �
�
��
����
� ���
����� �� �
��
��'

3���� ���� �� ����
�� ) �� ��
F�	 &%(E@*� �

?� ������ ��� �
��
���� �� ��
F�	 &%(E@* �� ��
��
� ������������	� �
���	���	�
�� ��	� ��
����� �� V (G) \ Δ �� ������
��

?��� ��� �
��� G = (V,E)� V = Γ ∪ Δ� �� ��
 ���� ��
��3 ω 	�� ��	���	�� �	 V
��������� � �
��� Gω �

Gω = (V ω , Eω) = (V ∪ {ω}, E ∪ {{δ, ω}| δ ∈ Δ})�
����� ��
 ���� ��
��3 vi� ��� ��	���	� ��F���	�� ��� C

ω(vi)�

Cω(vi) = ∂ω
π vi ∩ {vi+1, · · · , vn, ω}, &D�)*

�	 ��� +

��	 �
��� Fω �� Gω ��
 ��� ��
��3 �
���	����	 �
��
�	� π� ��� ���	��
� ��
� ��
��3 v �	 ��� +

��	 �
��� Fω �� ��	���� �� ∂ω

π �

;�� ��	����
 ��� ��

���	� �
��
�����

�* 8�
 ��� �
��� G = (V,E)� V = Γ ∪ Δ� �
���� ��� �
��� Gω�

��* 8�	� �� ��� �
��
���� ��� � �� 6��� �� �
� &%(BC* � ��	���
 ��
��3 �
���	����	
�
��
�	� π = [v1, · · · , vn+1] ��
 Gω ���� ��� �3�
� ��
��3 ω = vn+1 ����	 ���
������� �
��
�	� �	� ���� ����Δ = {vk, · · · , vn}� ���� �� ������
� ��  ���� &%2*�
7���
��	� �
�� ��� ���� Cω(vi)� ����� ��  ���� &%D* ��
 ��
����� vi ∈ V \ Δ
�
� �J��
 �� ��� ���� C(vi) �� ��� �
��� G�

���* #���
��	� �� ��� ��	���
 ��
��3 �
���	����	 �
��
�	�� ��
 ���� ��
��3 vi ����
���� C(vi) �� ����
��� �	� i < k� �
���	��� ��� ��		����� �����	�	� �� ���

����	�	� �
��� ��	���	�	� vi�

!��� ���? ��

����	�� �� ��� �
��
���� �� ��
F�	 &%(E@*� ��� ��
� ��
��	���� ����
�
�	� ������������	 
�����	� ��
����� ��Δ� 1���+�� ��
���	� �� ��� �
��
���� �� ��
F�	
&%(E@* �
� �	���������� �	  ����
 &%((2* �	� ������
 2� ��� �
��
���� �	 ����� ���
����
� �� ������5�� �	 ��� ��	�� ���� ��� �
��� �� ���������� �	�� �
�����
� ���
�

������
� �����	�	�� �	� �	
� ������������	� ���� 
������ �� ��	���
 ����
���
�
�
� ��
��
����

!���� �� #� �
��
� ω = vn+1 �� ���
� ��
 ����
�� 
��
���� �� ��
 ���
����� ��� �


� -
�
 
� ��' !./01"$ ��
� ��� ��
 �
����
� 
� Δ ��
 
��
�
� �
�
�
 ��� 
��
� �
��
� ��
��� �'

3���� #	� ��
��3 ��	 �� �
��
�� +
�� ���� ��� ������� �
��
�	� n+ 1� �� ��� ��
��3
ω = vn+1 �� �
��
�� +
�� �	 ��� �� ���	 ω = vn+1 �� �	��
��� �	 ��� 
���
� �� �
�����
�
��� ��
����� �� Δ� �	� ���� ����� ��
����� ��

 �� �
��
�� ����
� �	� ��
��3 	�� �	 Δ�

�



B> ���������� ��� ����	����� (�� (���	� ������

!���� �+ 2
 �
�����
� Cω(vi) ���� �
����� ω �
� ��� �
��
� vi ∈ V \ Δ$ ���
Cω(vi) = C(vi) �
� ��
�
 �
����
�'

3���� ���
� �
� 	� +

��	 ����� �� ��� ��
��3 ω ����	 ��� ������� �
��
�	�� #�����
���
� �� 	� ���� ������	 v �	� ω� ��� ���
� �� � +

��	 ���� ������	 v �	� ω� ���	
���
� �� � ���� ω = v(1), v(2), · · · , v(k) = v ���� ���� π(v(i)) < min{π(ω), π(v)} ��

i = 2, · · · , k − 1� ��� ��
��3 v(2) ��F���	� �� ω� {v(2), ω} ∈ E(Gω)� ��� ���	 � ���

�

�
��
�	� ���	 v� π(v(2)) < π(v)� ��	�
������	�  ���� &%2*�

'� ��� ��+	����	 �� ��� +

��	 �� �� ������� ���� ���
� �� � +

��	 ���� ������	 ���
��
����� �� G �� �	� �	
� �� ���
� �� � +

��	 ���� ������	 ��� ��� ���� ��
����� �� Gω�

;� ��
��3 vi ∈ V \ Δ �� ��		����� �� ω� �	� ����

Cω(vi) = ∂ω
π vi ∩ {vi+1, · · · , vn, ω} = ∂πvi ∩ {vi+1, · · · , vn} = C(vi) &D�2*

��
 vi ∈ V \ Δ� �

?� 	��� ��� �������	�
 
����� �� �
��� ���� ��� 
���
� �� ��� �
��
���� ��		��
�� 
������ ��
���
�

!���� �-

�" )
� a ��� b �
�� � �
�
��
����
� 
� Gω' *
 ��� �����
 ���� ω ∈ a ����
�� ��

�
�� 
� �
�
������' #� a \ b �= {ω}$ ��
� a \ {ω} ��� b \ {ω} ���� �
�� � ���
��
�
�
��
����
� 
� %'

��" )
� a ��� b �
�� � ���
�� �
�
��
����
� 
� G3 ��
�

." a ∪ {ω} ��� b ���� ��
� �
�� � �
�
��
����
� 
� Gω �� b \ a ⊆ Γ ���

�" a ∪ {ω} ��� b ∪ {ω} ���� ��
� �
�� � �
�
��
����
� 
� Gω �� a ∩ b ⊆ Δ'

3���� ���� ��  ���� % ��  ����
 &%(E(*� �

!���� �, #� � ��������� �
�����
�� �
�
� M ���� ���
�����
� ����� G = (V,E) ���
�
 �
�����
� 
��
 A1 ��� A2$ ��
�
 A1, A2 ⊆ V $ ��
� M ��� �
 �
�����
� 
��
 A1∩A2'

3���� ���� ��  ���� 2�D �� 1�����	 G 1���
�$� &%((>*� �

#������ * %��
� � ��������� �
�����
�� �
�
� M ���� ���
�����
� ����� G = (V,E)
��� � ����
� Δ 
� V $ ��
� ��
 ��
�
 ���
����� ���
� ��
 ������� �
� A$ �
� Δ ⊆ A ⊆ V $
���� ���� M ��� �
 �
�����
� 
��
 A' 4����
��
�
$ �
� ��� �
� C ���� Δ ⊆ C ⊆ V $
��
�
 M ��� �
 �
�����
� 
��
 C$ �
 ���
 A ⊆ C'

3���� '�  ���� &%@* �� ���� � ������������	 ��
��� �� a �	� b �� G ����
b \ a ⊆ V \Δ� �� �	� �	
� �� �� ���� � ������������	 ��
��� �� a ∪ {ω} �	� b �� Gω�
���� �� ����� �� ��

 
�	 ��� �
���	����	 �
����� �	 G� '�  ���� &%D* 	� ����
���

Cω(vi) ��

 ��	���	 ω ��
 �	� ��
��3 vi ∈ V \ Δ�



%�%� ����	����� #���	�����	� ������ B%

?��	 ��� �
��
���� ��
��	����� �� ���� � ����
��� GA �� G ���� ���� G ��
������������	� ��	 �� 
������ �� GA �	� ���� ���� Δ ⊆ A� 8
�� ��
�

�
� &)* ��
���	 ���� ���� M ��	 �� ��

����� �	�� ��� ��
��3 ��� �� ��� ����
��� �
������ �	
���� �
���	����	 ���� �� ��� �
��
����� �	� ���� �
�� �	�� ��� +	�
 ��� A �
������ ��
��� �
��
�����

 ���� &%)* ������ ���� ��� �
��
���� �� ��� ��
F�	 &%(E@* �� ��

���� ����� ���	 ��

�
��
���� ��
��	���� ���
� �� 	� ������������	 ��
��� �� a �	� b �� ��� 
����	�	�
�
��� ���� ���� b \ a ⊆ V \ Δ� :	� ��� ���	 ��	��
 �� � ��	���
 ��
��3 �
���	����	
�
��
�	� �� G ������� ��� 
���
�����	� ������� �� ω ���
� 
����
 ����
 ������������	�
�
���	���	� �	
� ��
����� �	 V \Δ� '�� ���� � ������������	 ���
� �
�� �
���	��� �	
�
��
����� �	 V \Δ �
�� Gω � �	� ���� ��� ������������	 ���
� ���� ���	 ���	� �� ���
��
��3 �
���	����	 �	 Gω�

;�� 
�� �� ������ ��� ��� A �� 	�� ��	���
� ���� ��� ���
� �3���� � ��� A′ ⊂ A ����
���� M �� ��

�����
� �	�� A′� �� M �� ��

�����
� �	�� A′� ���	 ��� ���	��
� �� ����
��		����� �����	�	� Bl �� ��� �
��� �	����� �� A \A′ �� ����
��� ��  ���� &%>*�
���	 ���� ��		����� �����	�	� Bl ��	 �� �
���	���� �� � ������������	 ��
��� ��
A \Bl �	� Bl ∪ ∂Bl ���� ���� Bl ⊆ A \ Δ ��	�
�
� �� ��� ����� ����
�����	�

8�
 ��� +	�
 ����
���	� �� ���� �
��  ���� &%C* ����M �� ��

�����
� �	�� A∩C�
'�� �� ���� F��� ����	 ���� M �� 	�� ��

�����
� �	�� �	� ��� A′ ⊂ A �	� ���
A ∩ C = A� �

! �! � � � � � ( 
 �	 � 0 �� � � � �� �� � � ) � � � � 


# ����
�
��� H = (V,M) ���� )�������	 �
��� GH = (V (GH), E(GH)) ��	 ��
���������� �	�� �
����� �

������
� ����
���� �� ��� ��

���	� �
��
�����

• 7�	��� ��� )�������	 �
��� GH �� H �� G = (V (G), E(G))� �	� +	� � ��	���

�
��
�	� π �� G �	� ������� C(vi) ��
 ���� ��
��3 vi�

• 6����� ��� ��

���	� ���� ��
 ���� ��
��3 vi �	 �	�
����	� �
��
 ���� 
������ ��
π�  �� A �� ��� ��
��3 ��� �� ��� ��		����� �����	�	� �� GV \C(vi) ��	���	�	�
vi� �	� 
�� B = V \ (C(vi) ∪ A)� �� C(vi) �� ��	���	�� �	 � ��	�
���
 �� H�
�	� ���� ����
��� �	 G� �	� B �= ∅� ��������� G �	�� G′ = GA∪C(vi) �	�
G′′ = GB∪C(vi)� ����
���� �� C(vi)� 7����
� G′ �� � �
���� �	� 
��
��� G ��
G′′�

!���� �� (�
 ��
�
 �
�
��
����
� ���
����� �
� ���
������� �� �
��
��'

3���� ���� �� ����
�� @ �� ������
 2� �

��� �
��
���� �� ��� �
������ ������	 ��
 ��

����	� �
������
 ����
� �� ����
�
����+�� �� ��	�
� �
�� 	�	��
������
 ���
�
�����
 ����
�� ?� ��
� ��� )�������	 �
���
GH = (V (GH), E(GH)) �� ��� ����
�
��� H = (V,M) ��
 ��� ����
 ���
�
�����
M�
�	� �	 ��� ���
� ���� �� ��� �
��
���� �
�� ��	�
�
 ���� ��� ����
���
 �� ��	���	�� �	
� ��	�
���
 �� ��� ����
 &	� ����
���
 ��

 ��	���	 ω*�



B) ���������� ��� ����	����� (�� (���	� ������

���* #���
��	� �� ��� ��	���
 ��
��3 �
���	����	 �
��
�	�� ��
 ���� ��
��3 vi ����
���� C(vi) = Cω(vi) �� ��	���	�� �	 � ��	�
���
 ��M� �	� ���� �� ����
���� �	�
i < k� �
���	��� ��� ��		����� �����	�	� �� ��� 
����	�	� �
��� ��	���	�	� vi�

!�	�� �� ��
 ���� ����
���
 ���� �� ����$ ���� ��� ����
���
 �� ��	���	�� �	 � ��	��

���
 �� ��� ����
� ��� �
��
���� 
�	� �	 O(ne′ + nwm) ����� 8�
 ��

���	��� �� ���
������������	 �
��
���� �	� �����
� �� ��� ����
�3��� �� ��� �
��
����� ��� ������

2�

#������ �@ %��
� � ��
��������� �
�����
�� �
�
� M ���� ���
������ H = (V,M)
��� ���
���
� ����� GH = (V,E) ��� � ����
� Δ 
� V $ ��
� ��
 ��
�
 ���
����� ���
�
��
 ������� �
� A$ �
� Δ ⊆ A ⊆ V $ ���� ���� M ��� �
 �
�����
� 
��
 A' 4����
��
�
$
�
� ��� �
� C ���� Δ ⊆ C ⊆ V $ ��
�
 M ��� �
 �
�����
� 
��
 C$ �
 ���
 A ⊆ C'

3���� ��� �
��� �� �	�
�����
� �� ���� �� ����
�� %� !������	�� 
�$� ,C(vi) ��
����
���. ���� �� �� 
��
���� �� ,C(vi) �� ����
��� �	� ��	���	�� �	 � ��	�
���
 ��
M.� ?� ���� �� ��� ����
�� @ �� ������
 2 �	����� �� ����
�� ) �� ��
F�	 &%(E@*�
7����
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� 
��� �� ��� 
����
� �
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�� ��
 �	�
���� �� ����
��� �	� �	����
��� ��	��	�
��	�� ���
��� �� �
���	����

�	 ��� ����
 � ���
� �
���	�����	 �� ���� �� ����	� �	�
���	��
 ���
�� �� !	��&	��
������	���� �	� ���&	�� ��������� �	� ��� ���!	� ��	��� ������
�� �
�� ����
�� G
A��
	�$ &%(E@* �� ��	����
���

'� �	�
���	��
 ���
�� � ��	�
� ��	���
 ��������
� ����
 �� ���	��+��� '� ���
�
�	���
�� �� &�	� 	�����	��� �	� &�	� ��-������ ��� �
��� �� ��	���
 ��������
�
����
� �
� ���	� �	 ��� �
���
 ���
�� �
�����
�� �	 ���� ���� �� ��� ����
 ���
����
��	 �� ��	� �� � ��	�
� �����	�� �
 ���� ��	 �� ������ ��
���� ��� ���
�� �	 �
����
� ���
 ��	�
�

�� ����
 ��
�����	�

* �� � � � �

���� ��
$� �������

� �4������
� �	 ��	����	� ������� �	� ���� �� ��� �����	�� �	
���� �
� �����	�� �� ��	�
� �
������
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������
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