
Ueber die /rreduct;ibilita~ ganzzahliger  ganzer  Fun&ionen.  

Von 

EU~E~ NET'rO in G m s s v  N. 

E i s e n s t e i n  hat den Beweis der Irreductibilit~t der Kreistheilungs- 
gleichung fiir Primzahlen und Primzahlpotenzen auf den Satz gestil~zt~: 
Wenn in einer ganzzah~gen ganze~ Function 

(1) f(z) ~ z ~ + c~ ~,,-1 + c~z~-~ + . ,  . + c~ 
alle Coefficienten cz dutch eine ~Primzahl p theilbar stnd, c~ abet dutch 
keine hiihere _Poten~ yon p ,  dann ist t v unzerlegbar. 

Herr K S n i g s b e r g e r  hat lira 115. Bande des Journ. f. Miaih. 
Erweiterungen dieses Sat.zes gegeben. Nach aJaderer Riehtung und 
mR anderen Hiilfsmitteln als dies dor~ geschehen ist, wollen wir bier 
den E i s e n s t e i n ' s c h e n  Satz als Ant'angsglied einer ganzen Reihe 
~hnticher Theoreme nachweisen. 

I. .Fin _Polynom yon der Gestalt 

(2) Z" -~- y~pZ ~--1 2 F �9 �9 �9 "J- ~_~_~p~,+l .~_ 7~_,~p~.Z~ + ~,n_~.t.ip~z-1 
+ . . .  + ~op~ 

i~ welchem ?o eine gegen p theilerfremde ganze Zahl  bedeutet, und n 2> 2 u 
ist, besitzt keinen Theiler yon geringerem als dem (u-~-1) t~" Grade. 
Auch im Folgenden soll der obere Index 0 an einer Constanten an- 
deuten~ dass diese Constaate za ~o theilerfremd is~. 

Gilt ffir (2) die Zerlegung 

(3) (zs'-J-alz~--~-J-...-J-a~) (z '- l t-b,z*--1-f- . . .+b,) (~L 3r- v = n),  

dann folgt aus ash, ~--Fop, entweder, dass einer der beiden Coeffi- 
cienten a~, b, dutch p~, oder dass jeder durch p ~heilbar ist. Der 
erste Fall 

0 2 
a ~  = a ~ ,  . b .  = t~. ~ 

leitet auf dem dutch E i s e n s t e i n  gegebenen Wege dutch 

o ~ , f l o ~ 0  (rood. p)  c~_~ ~- r~_~p~ - -  a~p b~_.~ + a ,_t  

u. s. w. zu der Einsieht, dass a,_~ und dann ebenso a~,_~, . . ,  durch p 
theilbar sein mfissen, Bei a o ~ 1 tritt dann ein Widersprueh heraus. 
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Man daft deshalb nur 

= 

setzen~ und nun wollen wir annehmen, es w~re schon bewiesen, dass 

(5) ag--1 ~ a~ , - lp ,  . . .  a~_~t --~ a~_:tp,  

is~, was ja  naGh (4) fiir ~ ----- 0 wirklieh fes~steht. Daraus leiten wir 
dann her,  das% wenn h e i n e  gewisse Grenze night fiberschreitet, auch 

(5 a) a~,-x--1 = a~-~-lp,  b,-~-I --~ f l , -a- lp 
sein muss. Dazu be~achten wit 

c~-z-~ ~-- 0 (rood. s 2) und c~_~z_~ ~ 0 (mod. p);  

das ergiebt 

(6) a~ b ,  - a - ,  -]- �9 �9 . ~ a~_z_. ,b,  ~ .  0 (rood. s 
a ~ _ ~ _ , b , _ ~ _ ,  ~ . . . . . . . . . . . .  ~ 0 (rood. p) .  

Wit haben in diese Congruenzen die Werthe aus (4) und (5) ein- 
zusetzen. Dann werden in der ersten alle night hingesehriebenen 
MRtelglieder dutch lo 2, die hingesehriebenen Kusseren Glieder dureh ~o 
theilbar. Dividir~ man dureh p ,  dann enksteht 

(7)  + ~ - -  o (rood. p ) .  

In der zweiten Congruenz aus (6) werden alle night hingesGhriebenen 
Glieder durch p theilbar; das erste muss daher auch dutch/o theilbar 
sein, und sorer  is~ auch 

�9 o ( rood .p) ,  ( 8 )  ~ 

woraus dana in Verbindung m~ (7) sofort die Behauptung (5a) folgt. 
Da bei uns in der Form (2) der Coefficient 7~_~p ~ noeh dutch 

2o 2 und 7 ,P  noeh dutch p theilbar ist, so kSnnen wir in (5) his /t ~ x 
gehen, und ers~ dann bright die FolgerungsmbgliGhkeit ab. Dabei 
muss abet gleichzeitig noch y~.--2~p zu den Coefficien~en yon (2) gehSren, 
und daher erkl~ir~ sich die Nothwendigkeit der Annahme yon n > 2x.  

In die Reihe (5) far ~ ~ x daft  nun weder a o ~ 1 noch b o ~ 1 
eingehen, d. h. es is~ p > x, v > x,  so dass also keiner der beiden 
Fae~ren yon geringerem als dem (X--}-I) ten Grade sein kann. Dami~ 
isr I. bewiesen. 

Ist n ~ 2x n t- 1,  dann folgt die Irredue~ibilifii~ yon (2), da ja 
kein Factor yon geringerem als dem (x--I--1) tr Grade existiren kann. 
Is~ n ~ - - 2 x  ~ 2 ,  dann kann (2) nach I. nut  in zwei irreductible 
Fac~ren  (X--~I)  tea Grades zerfallen~ deren Coefficienten siimmtlich als 
dutch p ~ei lbar  nachgewiesen sind. So erhat~en wir den Satz: 

I I .  D a s  P o k y , m ~  
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ist i r r e d u ~ e l  (vgl. K S n i g s b e r g e r ) .  D a s  _Poly~wm 

~ + ~  + r ,p~  ~x+l -~ . . . .  + r~+li, r ~+~ + r~-~p%~ -~ . . . .  + rL+~p '  

kann n u t  in der F o r m  

(~+~ + ~ z  ~ + . . . .  ~- ~:+~ p)(~'+~ + ~,pz" + . . .  + ~+~p) 

zerfallen; die beiden dabei auftreten~len Factore~ s ind irreductibd. 
Wir kniipfen weiter an das Theorem I. an. 
III. E i n  t~olynom yon der Gestalt 

z~ -[- ~q~z ~-~ -{- � 9  + 7~,-:~-.~pz ~+2 

(9) -4- 7,,-~*-~ '~*+1 ~ - ' "  " -4- r ~ - ~ - ~ : z  ~+~ ( n > a x )  
_ ( o ) .  3 

-t- 7~,--~,P3 Z " -4- " " " "-1- 7,,--~ ~3 Z -+" 7,, 'e 

kann  nur  so "in uwei Factoren zerfallen, dass der Grad des einen nicht 
geringer aZs (~-Jr. 1), tier der andern nicht geringer als (2 x-q-2) ist. 

Gilt wieder fiir (9) die Zerlegung (3) and se~zt man 

~, = ~ p ~ ,  b, = ~o, 

so zeigt sich auf dem bereits oben angedeuteten Wege der Widersprueh 
gegen die Zerlegbarkeit. Es muss demnach 

0 2 0 o )  a ,  = ~ , p .  b. = ~r 
gesetzt werden. Aus 

c,,_~ = a~, b,_~ -Jr- a~,_~ b~ = 7,_~ p ~ 

ergiebt sich sofor~ wegea (10) 
(11) ~_, = ~_~p. 

Wir se~zen voraus, es gii|te~ was ffir Z = 1 eben bewiesen is~ 

as_a ~ as_~p~,.., ag_,+~ ~ %_~+~,  

(12) a s - ,  = a~,-z p , �9 �9 �9 a~,-.s z4-~ = a~,_sz#~ p , 

b,_~ = ~,_,p, . . .  b,_z+~ =/%_,+~10; 

dann wollen wit zeigen, dass, wean Z eine gewisse Grenze nieht iiber- 
sehreitet, aueh noeh 
(13) a~,-z ~ a~,-~p~; a~,_~ ~ a '~_~p,  a~_~_~ == a~,__~z_~p; 

b,,-z == #,-.z p 

sein muss. Daza brauehen wir die vier Congruenzen 

(14) c~_z -_~ 0 (rood. ~ ) ,  c~_~z -= 0 (rood./9~), 
c~_~a_~'_-~0 (mod.pZ), c~_~a~0 (mod.~o). 

Se~zen wir die Werthe (10), (11), (12) in diese Congruenzen ei~, dann 
liefert e~_~ ~ 0 naeh Division dureh 1o, und c~<~ ~ 0 naeh Multi. 
plieation mit ~o. a~_x die beiden Congruenzen 

6 *  
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(~,am_~) + (~_~b~_~) - -  0 
(rood. p), 

0 

and deshalb ergiebt sich, wie unmittelbar ersichtlich isl, 

(13a) a~--~z ~ a~_~p,  
(15) a" b~,-~ ~ 0 (rood. p) / ~ - - 1 .  

Hier ist durch (13a) schon ein Theil der Behauptungen (13) bewiesen. 
Mi~ (15) combiniren wit die erste Congruenz aus (14), tragen wleder 
(10), (11), (12) in sie ein, heben dutch p~ and erhalten 

~ ; _ z ~  + ~ b,_~ = o (moa. ~). 
Das liefer~ mig (15) zasammen weitere Theile yon (13), n~mlich 

b,_~ = fl,_~ p, 
(135) 

a~,-z-~- a'~_~p ~--- a~_~ p ~. 

Der noch fehlende Theil der Behauptung geht ohne Weiteres aus 
c~-~-1 ~--0 (rood. p2) hervor. Dean hierin bleib~ wenn man alle 

a o bisherigen Resulta~e eintriig~, nut ~ , _ ~ - l f l ~ p ~ O  (rood. p:) zuriick, 
trod damit ist auch 

t 
(13 e) a ~ - ~ - i  ~ a~_~ ~-lP 

nachgewiesen. 
Bei der Form (9) des Po]ynoms sieht man~ dass (12) bis zu 

~ (u-}-l) forigese~zt werden kann. Nut d a r f a  o ~ 1 und b o -~-1 
nichf unter den in (12) enthaltenen Coefficien~en auftreten; daher muss 

~_~ 2~ -{- 2, v ~_~ u -]- 1 sein. Damit isl III. bewiesen. 
Es war n >  3u zu nehmen. Ist n ~ 3 u - } -  1 oder n ~ - 3 u - ~ - 2 ,  

so wird # -{- ~, >~ 3~ -}- 3 > n;  in diesen F~llen ist demnach eine 
Zerlegung nich~ mSglich. Ist dagegen n ~-- 3~ -]- 3,  dann kann 

~ 2~ -~- 2, v ~--- x -{- 1 sein, und daher ist ein Zerfallen des Polynoms 
nich~ ausgeschlossen. 

In beiden Factoren miissen die Coeflicienten den Gleichungen (12) 
gem~ss gebilde~ seim So liefer~ 

(~ + ~ ( ~  + ~0p~) (~+~o~) _- ~ + (~,'+ ~o)~z~ + ( . ? +  ~,'~~ 

ein Beispiel ffir eine solche Zerlegung. Wit haben also: 
IV. Die _Polynome vo~ der Form 

,~a _{_ ~i~O~-'-I -~- . . �9 -~- y . _ 2 g _ 2 ~ 0 Z  2 g ' k 2  

-}- 7~_~_~z*~+~ - { - . .  �9 -}- 7,_~_ip~z ~+~ (n==3u-}- 1,3~-}-2) 
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sind irreductibel, diejenigen yon der Form 

-[- y~+~y~ z~"+ t .~- . . . .+. ?~,+~f z~+ 1 
}pO ~3 

~Snnen, wenn sie i~berhautot reduetibd sind, nur in zwei F a d ) t e n  

z 2.+~ -i- a lPz  ~*+1 -b " �9 �9 + %+~pZ,+t ..[. a,+~p~z ~. _{_ . . . .  ~ aO ~2 

zerfallen~ deren zweiter irreductibel i~'t, und deren erster auch nu t  eine 
Zerf~llung in zwei irreductible -~acr des Grades (x-~-1) ~ulassen 
kann. 

Die bier abgelelteten Theoreme II. and IV. schlagen in die Rioht,ung 
hinein, welche yon ]~er~n K S n i g s b e r g e r  angegeben isk ~ Der 
E i s e n s t e i n ' s e h e  Sat.z kann aber auch als das hnfangsglied einer 
Kette anderer Theoreme a~gesehen werden~ deren n~ichstes das 
folgende ist: 

V. Wenn im ~olynome 

(16) z" + ct z "-~ "4- cez"-~ "4- " " " "4- c,,_~z --~ c,, 

alle Coeffwienten ca dutch p theilbar sind, c,_~ abet dutch "keine hi)here 
~Potenz yon p als die erste, dann ist es entweder irreductibet oder es 
zerfiillt in der IVeise, dass es einen Ir des G~'ades 1 und einen 
anderen irreductible~ _Factor des Grades ( n - - 1 )  besitzt. 

Es sei den Voraasse~ungen elatsprechend 

== o (~> 1); c ~- 7~ '~, c ~ 7,__~P = 

0 wenn dann a s ~-: % p ,  b,. ~--flo gesetzt wird, dann stossen wir in der 
schon mehrfach dagewesenen Art. auf den Widerspruch, dass a o ~ 1 
dutch p theilbar sein miisste. Es ist. also allein mSglich 

zu se~zen. Aus der Gleiehung 

folgt dann, dass nicht beide Exponenten (v--9)  und 9 grSsser als 1 
sein kSnnen. Wir dfirfen demnach etwa 9 ~ 1, d. h. start (17) 

(18)  , 

annehmen, und dann zeigt die vorangehende Gleiehung, dass fiir 
> 2 nicht, a~,_~, ~md fiir v ~ '2 nicht gleichzeitig as_~ and b~_~ 

dutch p theilbar sein kann. Welter ergiebt sich aus 

c,_s ~--- a~ ~-a ~- a,,_~b,_, -{- a~,_~p-~=O (rood. p),  
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dass eine der ]~eiden GrSssen a~-i und b~-I dutch p ~heilbar ist. Den 
so gefundenen Forderungen wird~ abgesehen yon einer Aenderu'ng der 
Bezeichnung nur dureh 

0 b~-i = ~,-110 (19) a~-i = a~-l,  

genlige geleisb~. Geht man mit (18), (19) in die Congruenz 

c~-a ~ 0 (rood. p), 

dann folg~, dass b~_~--~_~p werden muss, und nun gelangt man 
genau wie friiher zu 

und kommt daher im hllgemeinen zu dem Widersprueh, dass bo ~ - 1  
durch p theilbar sein mfisste. Der Widerspruch wird aber dann und 
nur dann vermieden, wenn b 0 nicht durch eine Congruenz (mod. p) 
sondern durch die Gleichung 

0 
C O ~--- a~-i b~-..~ ~-- 1 

eingefiihr~ wird. Dann ist also n ~ ( v + l )  d. h. ~ = - 1 ,  und die 
Factorenzerlegung wird, da at,_i~ ~ b o ~ 1 sein muss~ 

0 r  
( z +  t 

werden~ wobei der zweite Factor naeh dem E i s e n s g e i n ' s e h e n  Satze 
irreducfibel ist. 

VI. Wenn im t)ohynome (16) atle Coefficienten ci durch ~ theilbar 
sind, e~_~ abet durch keine hShere _Potenz yon p a l s  die erste, dann 
ist (16) entweder irreductibel, oder es besitzt einen irreductibten _Factor 
yore Grade ( n - - I )  oder (n - -2 ) .  

Es sei, der Voraussetzung entsprechend 
0 r 0 a 0 

wobei ~, a > 1 angenommen werden kbnnen und sollen, da man ja 
sonst auf den Fall des E i s e n s t e i n ' s e h e n  Satzes oder auf V. zuriick- 
kommt. Wenn dann 

= 0 ~  0 

gesetzt wird, dann stossen wit in der sehon mehrfaeh dagewesenen 
Weise auf den Widersprueh, dass a o ~ 1 dutch p theilbar sein miisste. 
Es isr also allein mSglich 

0 ~--Q a .  = , b . =  r176 I) 

zu se~en. Aus der Gleiehung 
0 O -  "~..--~ 
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geht dann hervor, dass mindestens eine der beiden Griissea a~,-l, b,_x 
durch p theilbar ist. 

Ist nut eine yon beiden, etwa b,-1 dureh p theilbar, dann wird 

Je~zt aber stehen wit genau auf dem Boden der an (19) geknfipften 
Sehliisse, und wit ersehen daher, dass wenn (16) reduetibel ist, die 
Annahme (22) auf einen irreduetiblen Theiler vom Grade ( n -  1) 
ffihren wird. In diesem Falle zeigt 

= = + 

dass nieht beide Zahlen 0 und (~--0-}-!) grSsser als a sein kSnnen. 
Gilt aber (22) nieh% und sind beide Zahlen a~1 ,  b,_l dureh p 

theilbar 

(22a) a~_~ ~ az-lp, b,_~ = / ~ x p ,  

so folgl aus (21), dass eine der beiden Zahlen 0 und (~--0)  gleieh 
1 sein muss. Da in (20) beide mit einander vertauscht werden kiinuen, 
so dfirfen wir~ ohne eine Beschr~nkung einzuff~ren, 

(20a) a,,, = u~ ~-1, b, == flop ( v - - l ~ l )  

setzen. Is~ ( 4 -  1) .~ 1, dann kaaan wegen 

(21a) rL~P = a~162 +" at,-l~,-,P t -~- at~--ifl~ 

a~-t nieht dureh p theflbar sein. Ist (~ -- 1) =ffi I, dann ka~m, aueh 
wegen (21a), nicht gleiehzeitig a~_.~ und b,_~ dureh ]O theilbar werden. 
Aueh bier kSnnen wir abet at,_z als prim zu p ansehen, da bei 
(v ~ 1) -~- 1 wieder die a und b in (20a)~ (22a) ver~auseht werden 
kSnnten. Es ist also jedenfalls 

Aus den weiteren Cengruenzen rood. p 

C~__~ ~ O~ C~-5 ~ 0~ . . ,  

en~fimmt man dann der Reihe naeh 

b,_~ ~ 0, b,-3 ~ 0 , . . .  (rood. p); 

mad so sind wir dureh (23) auf unseren alten Weg gelangt. 

Will man den hier auftretenden Widersprueh beseRigen, so muss 
an Stelle der Congruenz, dureh welehe b o eingeftihrt werden wiirde, 
die Gleichtmg 

c o = _ .  = a 
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treten. Dann ist also n ~--(v-I-2) d. h. ~ ~--2~ und die Fac~renzer- 
o - -  b_~ 1 ents~eht, legung wird, da a~,_~ ~ ---~ 

0 'r . .--l '~ ( ~ n - - 2  . . (~ + ,~,_~pz + ~,.~, j + ~ r~-~  + . + ~,_,p~ + ~op) 

werden~ wobei tier zweite Factor nach dem E i s e n s t e i n ' s c h e n  Satze 
irreductibel ist. 

Es ist klar, dass wit in gleicher Weise forf~ehen kSnnen. Die 
Resultate der Untersuchung werden sich dabei ganz ~hnlich den zuletzt 
gewonnenen beiden S~tzen ausdrficken lassen. 


