Ueber die Irreductibilitat ganzzahliger ganzer Functionen.

Von

Euvaex NeTTOo in GIESSEN.

Eisenstein hat den Beweis der Irveductibilitét der Kreistheilupgs-
gleichung fiir Primzahlen und Primzahlpotenzen auf den Satz gestiitzt:
Wenn in einer ganszahligen ganzen Function
1 )=zttt or?+ - e
alle Coefficienten ¢y durch eine Primzahl p theilbar sind, c, aber durch
keine hohere Potens wvon p, deann ist | unzerlegbar.

Herr Konigsberger hat 'im 115. Bande des Journ. f. Math.
Erweiterungen dieses Satzes gegeben. Nach anderer Richtung und
mit anderen Hiilfsmitteln als dies dort geschehen ist, wollen wir hier
den Risenstein’schen Satz als Anfangsglied einer ganzen Reihe
dhnlicher Theoreme nachweisen.

I. FEin Polynom von der Gestalt

@) 2 yypert e Paeaa p T - Puap?? - Prorapte?
R T
m welchem 2 eine gegen p theilerfremde ganee Zahl bedeutet, und n >>2 %
ist, besitat keinen Theiler von geringerem als dem (x - 1) Grade.
Auch im Folgenden soll der obere Index O an einer Constanten an-
deuten, dass diese Constante zu p theilerfremd ist.
Gilt far (2) die Zerlegung
B (#fatteta) @b e+ b)) (br—n),
dann folgt aus a,b, = pyp° entweder, dass einer der beiden Coeffi-
cienten a,, b, durch p*, oder dass jeder durch p theilbar ist. Der
erste Fall
Oy = aﬁpz, by — ﬁvo
leitet auf dem durch Eisenstein gegebenen Wege durch
Cn1 = Pryp® == 0‘2272 [ S ﬁg =0 (mod.p)

u. s. w. zu der Einsicht, dass @,y und dann ebenso a,s, ... durch P
theilbar sein miissen, Bei g, = 1 tritt dann ein Widerspruch heraus.
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Man darf deshalb nur

0 0
4 G =P, by=Ppp
setzen, und nun wollen wir annehmen, es wire schon bewiesen, dass

(5) Qu—1 == Cu—1 Py « « - Ou—3 == Op—)P,

byey = BraPy .o by =B up
ist, was ja nach (4) fiir 4 = O wirklich feststeht. Daraus leiten wir
dann her, dass, wenn 4 eine gewisse Grenze nicht iiberschreitet, anch

(5a) Cu—i—1 = Ou—21p, bygy = By—2—p
sein muss. Dazu betrachten wir
Ca-1-1 =0 (mod. p*) und ¢, 322 =0 (mod. p);

das ergiebt

6) @u by a1+ - - -+ @210, = 0 (mod. p?),
a,,,._z_.lb,,_z_l + """""" =0 (mOd. p) .

Wir haben in diese Congruenzen die Werthe ans (4) und (5) ein-

zusetzen. Dann werden in der ersten alle nicht hingeschriebenen

Mittelglieder durch p? die hingeschriebenen Husseren Glieder durch p

theilbar. Dividirt man durch p, dann entsteht

(0 tpbya—s + @213 =0 (mod. p).

In der zweiten Congruenz aus (6) werden alle nicht hingeschriebenen
Glieder durch p theilbar; das erste muss daher auch durch p theilbar
sein, und somit ist anch

(8) (euby—2-1) - (@u21$7) =0 (mod. p),
woraus dann in Verbindung mit (7) sofort die Behauptung (5a) folgt.

Da bei uns in der Form (2) der Coefficient y,.,p* noch durch
»* und p;p noch durch p theilbar ist, so kdnnen wir in (5) bis A =z
geben, und erst dann bricht die Folgerungsmoglichkeit ab. Dabei
muss aber gleichzeitig noch y, 2, p zu den Coefficienten von (2) gehdren,
und daher erklirt sich die Nothwendigkeit der Annahme von »n > 2%,

In die Reibe (5) fir 4 = % darf nun weder @, = 1 noch b, =1
eingehen, d, h. es ist p > %, v > #, so dass also keiner der beiden
Factoren von geringerem als dem (%-}1)t Grade sein kann. Damit
ist 1. bewiesen.

Ist # =2% 4 1, dann folgt die Irreductibilitit von (2), da ja
kein Factor von geringerem als dem (x-1)t» Grade existiren kann,
Ist »=2x%-4 2, dann kann (2) nach I. nur in zwei irreductible
Factoren (z-}-1)t= Grades zerfallen, deren Coefficienten simmtlich als
durch p theilbar nachgewiesen sind. So erhalten wir den Satz:

II. Das Polynom
L Y il SRETE ST T uls SERTY. 7 0 RPN APV s
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ist irreductibel (vgl. Konigsberger). Das Polynom

e Y LA SRR Y e T e o IT
kann nur in der Form

P+ oaps + - wda )T 4B -+ Briap)
zerfallen; die beiden dabei aufiretenden Facforen sind irreductibel.

Wir kntipfen weiter an das Theorem I. an.

1. Ein Polynom von der Gestalt

oy part + oo Va—sx—aprtE
9 R o el SRR S PRPRY ) o b (n>3x)
+ paap®® b a2 00

kann nur so in gwei Factoren zerfollen, dass der Grad des einen wicht
gevinger als (x -+ 1), der der andern nichi geringer als (2z-2) ist.
Gilt wieder fir (9) die Zerlegung (3) und setzt man
oy =upp’, by=p,
so zeigt sich auf dem bereits oben angedeuteten Wege der Widerspruch
gegen die Zerlegbarkeit. Es muss demnach

(10) G =eup, b= fip
gesetzt werden. Aus
Cp1 = Qu by—y + a,u—lby = Yp1 p°
ergiebt sich sofort wegen (10)
(11) Qy—1 == a;‘-lp.
Wir setzen voraus, es gilte, was fiir 4 = 1 eben bewiesen ist,
Gu-1 = G Pye o Buit == G
(12) Bt == G i)y - - - Gu-22p1 = Gu—2141P,
by_y = ﬂv—xp, e by = ﬁv-.z-z-zpi

dann wollen wir zeigen, dass, wenn 4 eine gewisse Grenze nicht iiber-
schreitet, auch noch

(13) @y =a, 1p% au21=¢, @ == ¢ 3
u—d == Oy P°;  Ou-22 == Gu-22P; Qu-2j—1 == Cu-3i—1);

by == ﬁv--zp
sein muss. Dazu brauchen wir die vier Congruenzen
14 ez =0 (mod. p%), €r22=0 (mod. p?),

Cr—i—1 == 0 (mod. p?), ¢€u—3: =10 (mod. p).
Setzen wir die Werthe (10), (11), (12) in diese Congruenzen ein, dann
liefert ¢, 33 ==0 nach Division durch p, und ¢,—s; = O nach Multi-
plication mit f7 . &, ; die beiden Congruenzen
6%
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(B au—s1) + (#—2b,2) =0
(ﬁg Gy—zz) ( D‘;L~l by} =20

und deshalb ergiebt sich, wie unmittelbar ersichtlich ist,

(mod. p),

(133) Qu—22 == “!,4—21137
(15) tp2.-b-2=0  (mod. p).
Hier ist durch (13a) schon ein Theil der Behauptungen (13) bewiesen.

Mit (15) combiniren wir die erste Congruenz aus (14), tragen wieder
(10), (11), (12) ir sie ein, heben durch p® und erhalten

a;_“sﬁ -+ aﬁ by_1=0 (mod.p).
Das liefert mit (15) zusammen weitere Theile von (13), ndmlich

by_z = ﬁwvl »,
pmy = a2p = & 19"

(13b)

Der noch fehlende Theil der Behauptung geht ohne Weiteres aus
o211 =0 (mod. p* hervor. Denn hierin bleibt, wenn man alle
bisherigen Resultate eintriigh, nur a, s2-1f, p =0 (mod. p?) zuriick,
und damit ist auch

(13¢) Q221 = Ciu—22-1P

nachgewiesen.

Bei der Form (9) des Polynoms sieht man, dass (12) bis zn
A = (x-+1) fortgesetzt werden kann. Nur darf ¢, =1 und §, =1
nicht unter den in (12) enthaltenen Coefficienten auftreten; daher muss
p>2%+2, v 2%+ 1 sein. Damit ist III. bewiesen.

Es war # > 3% zu nehmen. Ist % ==38% -4 1 oder n = 3% 4 2,
so wird g4+ »>38% -+ 3 > n; in diesen Fillen ist demnach eine
Zerlegung nicht moglich. Ist dagegen % —=3% -3, dann kann
f=2%-42, v=x-1 sein, und daher ist ein Zerfallen des Polynoms

nicht ausgeschlossen.
In beiden Factoren miissen die Coefficienten den Gleichungen (12)

gemiiss gebildet sein, So liefert
(& -+ a2 + a0p?) (5+Bp) = & + (&) -+ B2 + (a0 +ey ) p%e
+ ' f0p?
ein Beispiel fiir eine solche Zerlegung. Wir haben also:
1IV. Die Polynome von der Form
2+ ypa? S SRR S PRCPREY Lty
+ ?“-23&127252“—!_1 + c + '}’ﬁ—x«lpzzz-*-l (n=3x+ 17 3“+2) :
g ol A S AR o AN AL o A
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sind irreductibel, diejenigen von der Form
Py pa e papdH?
+ Vege PP AT L - ppep?ert
T+ Vappal®2* VP02 5,500
kimnen, wenn sie iberhaupt reductibel sind, nwur in zwei Factoren
P g p b pat e P e 0,1
A Bipet o fupz + Beap

zerfallen , deren zweiter irreductibel ist, und deren erster auch nur eine
Zerfallung in zwei trreductible Factoren des Grades (x-1) zulassen
kann.

Die hier abgeleiteten Theoreme II und IV. schlagen in die Richtung
hinein, welche von Heryn Kodnigsberger angegeben ist. — Der
Eisenstein’sche Satz kann aber auch als das Anfangsglied einer
Kette anderer Theoreme angesehen werden, deren nichstes das
folgende ist: )

V. Wenn im Polynome

(16) L L Al S L I SR S Y
alle Coefficienten ¢ durch p theilbar sind, ¢,_. aber durch keine hihere
Polenz von p als die erste, dann it es ewtweder irreductibel oder es
zerfallt in der Weise, dass es einen Factor des Grades 1 und einen
anderen irreductiblen Factor des Grades (n—1) besitat.
Es sei den Vorausseteungen eptsprechend
G=p% 6 =vo,p (r21);

wenn dann @, = ocﬁp", b, = ﬁg gesetzt wird, dann stossen wir in der
schorn mehrfach dagewesenen Art auf den Widerspruch, dass a, =1
durch p theilbar sein miisste. Hs ist also allein mbglich

(17 @ = oup™®, b= Bop® (r—eo,021)
zu setzen. Aus der Gleichung
Cpmy = ?’u —-1p = “M -1 0" ¢+ “ﬂ—-lﬁwp

folgt dann, dass nicht beide Exponenten (v—g) und @ grosser als 1
sein kénnen. Wir diirfen demnach etwa ¢ = 1, d. h. statt (17)

(18) =", b,=Pp

annehmen, und dann zeigt die vorangehende Gleichung, dass fiir
T > 2 picht gu—1, und fiir v = 2 nicht gleichzeitig @,—; und b,_;
durch p theilbar sein kann. Weiter ergiebt sich aus

Cp—2 == “2 b"%‘p’_l + ay—1bpa + a’#—-zﬁgp =0 (mod.p),
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dass eine der heiden Grissen a,.; und b,_, durch p theilbar ist. Den
so gefundenen Forderungen wird, abgesehen von einer Aenderung der
Bezeichnung nur durch

(19) Qp—1 = “404—1; bys = By1p
gentige geleistet. Geht man mit (18), (19) in die Congruenz
a3 =0 (mod. p),
dann folgt dass b,_3 = B, op werden muss, und nun gelangt man
genau wie frither zu
br—g = fy2p, brs=Prsp,...

und kommt daher im Allgemeinen zu dem Widerspruch, dass b, =1
durch p theilbar sein miisste. Der Widerspruch wird aber dann und
nur dann vermieden, wenn &, nicht durch eine Congruenz (mod. p)
sondern durch die Gleichung

0
€ = lxﬂ~1bM =1

eingefithrt wird. Dann ist also #n = (v41) d. h. g==1, und die

Factorenzerlegung wird, da &) | = b, =1 sein muss,

(e o™ )"+ 8,98 "+ - - - + Birps + Bip)

werden, wobei der zweite Factor nach dem Eisenstein’schen Satze
irreductibel ist.

VI Wenn im Polynome (16) alle Cocfficienten ¢, durch p theilbar
sind, cp-g aber durch Fkeine hihere Potenz von p als die erste, dann
ist (16) entweder irreductibel, oder es besitzt einen irreductiblen Factor
vom Grade (n—1) oder (n—2).

Es sei, der Voraussetzung entsprechend,

LUK 4 0 ] 0
Co =Vl 5 Cu—1= PYn—1P ;, Co-2== Yn2p,

wobel 7,6 > 1 angenommen werden konnen und sollen, da man ja
sonst auf den Fall des Eisenstein’schen Satzes oder auf V. zuriick-
kommt. Wenn dann

0 z 0
Gy =up’, by=p,
gesetzt wird, dann stossen wir in der schon mehrfach dagewesenen

Weise anf den Widerspruch, dass gy = 1 durch p theilbar sein miisste.
Es ist also allein moglich

(20) ao=wpt, b=Fr (t—ee=1)
zu setzen. Aus der Gleichung

(21) On—g == 2’2-21’ = “gbv—Z P70 gl + “.w—‘zﬁgpe
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eht dann hervor, dass mindestens eine der beiden Grossen a, -1, b,
durch p theilbar ist,
Ist nur eine von beiden, etwa b,.; durch p theilbar, dann wird

(22) Byy = Guy, byy = fu_1p.

Jetzt aber stehen wir genaun auf dem Boden der an (19) gekniipften
Schliisse, und wir ersechen daher, dass wenn (16) reductfibel ist, die
Annabme (22) anf einen irreductiblen Theiler vom Grade (» — 1)
fibren wird. In diesem Falle zeigt

tns = 7a-10" = @l B p" O 0l 100,

dass nicht beide Zahlen ¢ und (v-—g--1) grosser als ¢ sein konnen.
Gilt aber (22) nicht, und sind beide Zahlen a,—, b,y durch p
theilbar

(22a) Ayt == Gy P, by-1 = By1p,

so folgt aus (21), dass eine der beiden Zahlen o und (r—g) gleich
1 sein muss. Da in (20) beide mit einander vertauscht werden kénnen,
so dirfen wir, ohne eine Beschrinkung einzufiihren,

(202) =™, b=fp (—121)
setzen. Ist (r — 1) > 1, dann kann wegen
(21a) V2D = “/9 byop” " -+ Oy ﬁv——xpz + Gu-2 ﬁgl’

02 nicht durch p theilbar sein. Ist (v — 1) =1, dann kann, auch
wegen (21a), nicht gleichzeitig a2 und b,_; durch p theilbar werden.
Auch hier kbonnen wir aber @, s als prim zu p ansehen, da bei
(r — 1) =1 wieder die ¢ und b in (20a), (22a) vertauscht werden
konnten. Es ist also jedenfalls

(23) &, 5= o o

Aus den weiteren Congruenzen mod. p

s =0, G 5=0,...
entnimmt man dann der Reihe nach
by =0, b,5=0, ... (mod. p);

und so sind wir durch (23) auf unseren alten Weg gelangt,

Will man den hier auftretenden Widerspruch beseitigen, so muss
an Stelle der Congruenz, durch welche b, eingefiihrt werden wiirde,
die Gleichung

= g0 =
¢, =al b, _,=1
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treten, Dann ist also # = (»}2) d. h. g = 2, und die Factorenzer-
legung wird, da @y =0, , =1 entsteht,

(@ + tuspe + ™) @7+ B9 o Boape + Bop)
werden, wobei der zweite Factor nach dem Eisenstein’schen Satze
irreductibel ist.

Es ist klar, dass wir in gleicher Weise fortgehen konnen. Die
Besultate der Untersuchung werden sich dabei ganz dhnlich den zuletzt
gewonnenen beiden Satzen ausdriicken lassen.



